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Presentacion

La idea de realizar un evento académico que posibilitara el dialogo entre diferentes grupos de la
comunidad matematica de la ciudad de Bogota, de los diferentes niveles de educacidn, fue
propuesta hace veintisiete afios por el profesor Jeslis Hernando Pérez Alcazar al Departamento de
Matematicas de la Universidad Nacional de Colombia. El profesor Jestis Hernando, conjuntamente
con las profesoras Myriam Campos y Maria Victoria Gutiérrez, coordinaron la organizacién del
primer Coloquio Distrital de Mateméticas y Estadistica, realizado en el afio 1984 en la Universidad
Nacional de Colombia, con la colaboracioén de profesores de los Departamentos de Matematicas de
la Universidad Pedagogica Nacional y de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas.

Como objetivo fundamental de este Coloquio se propuso crear y mantener un espacio de encuentro
e interaccion entre profesores de matematicas, matematicos, formadores de matematicos e
investigadores en torno a tematicas de actualidad e interés para la comunidad académica, ademas de
ofrecer un espacio para la formacion continuada, en las areas de Matematicas, Estadistica y
Educaciéon Matematica, para estudiantes universitarios y docentes en ejercicio de los diferentes
niveles de educacion —Basica, Media y Superior.

Este espacio se ha mantenido desde hace 27 afios, gracias al trabajo conjunto que realizan
profesores de las Universidades Nacional de Colombia, Pedagogica Nacional y Distrital Francisco
José de Caldas, quienes afio tras afio se comprometen con la organizacion y el desarrollo de este
importante evento académico. En este proceso, el Coloquio se ha configurado en una propuesta
académica que integra la reflexion disciplinar, didactica e investigativa y convoca la discusion de
resultados de investigaciones y de experiencias en las arecas de Matematicas, Estadistica y
Educacion Matematica. Como espacio de debate académico, las actividades del Coloquio impactan
tanto la formacion de estudiantes de pregrado y posgrado como la actualizaciéon de docentes en
ejercicio. En la actualidad, este Coloquio congrega a estudiantes de matematicas, matematicos,
estadisticos, estudiantes para profesor y docentes de matematicas de educacion basica, media y
superior no solo del Distrito Capital sino también de diversas regiones de nuestro pais.

En tal sentido, la idea del profesor Jesis Hernando Pérez Alcazar, profesor emérito de la
Universidad Nacional de Colombia y reconocido maestro de muchas generaciones de licenciados en
matematicas y matematicos del pais durante mas de 45 afios, de crear y mantener el Coloquio
Distrital de Matematicas y Estadistica como un espacio de interaccion de la comunidad académica,
propiciando un encuentro de saberes, se ha materializado durante mas de un cuarto de siglo.

Este afio, en su version XXIV, la sede del Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica
correspondio a la Universidad Distrital Francisco José de Caldas, de manera especifica a la Facultad
de Ciencias y Educacion y a los proyectos curriculares: Matematicas, Licenciatura en Educacion
Basica con énfasis en Matematicas, Especializacion en Educacion Matematica y Doctorado
Interinstitucional en Educaciéon —énfasis en Educacion Matematica, adscritos a ella, que
conjuntamente con el equipo de la Vicerrectoria Académica y el equipo de la Oficina de Bienestar
Institucional, realizaron el apoyo logistico requerido para el éxito de este evento.
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El Coloquio se realizé entre el 8 y 10 de Septiembre de 2011, en la Ciudad de Bogota, y tuvo como
tema central: Retos en la Formacion Matemética y Estadistica. En el marco de este evento se
desarrollaron las siguientes actividades académicas: Conferencias plenarias, Cursos cortos, Mesas
de Trabajo, Conferencias simultineas y Comunicaciones Breves.

La conferencia inaugural “ Retos Matematicos: Una agenda para investigacion y accion” , estuvo a
cargo de la doctora Maria Falk de Losada, investigadora de la Universidad Antonio Narifio. Como
conferencistas invitados participaron los doctores Bruno D"Amore, profesor del Doctorado en
Educacion de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas; José Fernando |saza, Rector de la
Universidad Jorge Tadeo Lozano; Arnold Oostra, Profesor de la Universidad del Tolima y Luis
Carlos Arboleda, Profesor de la Universidad del Valle.

Se desarrollaron tres Mesas de Trabajo: una Mesa Redonda y dos Mesas Tematicas. La Mesa
Redonda “ Desafios en la Formacion Matematica” estuvo integrada por los profesores Olga Lucia
Ledn Corredor, de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas, Coordinadora de la Mesa;
Carlos Montenegro, Presidente de la Sociedad Colombiana de Matematicas, SCM; Gloria Garcia,
Presidenta de la Asociacion Colombiana de Matematica Educativa, ASOCOLME; y Clara Helena
Sanchez, profesora de la Universidad Nacional de Colombia. Las Mesas Tematicas estuvieron
coordinadas por los profesores Gloria Neira, de la Universidad Distrital, Eliécer Aldana de la
Universidad del Quindio, Edgar Guacaneme de la Universidad Pedagogica y Orlando Lurduy de la
Universidad Distrital. Los cursos cortos estuvieron a cargo de los profesores Lucia Zapata de la
Universidad de Antioquia; Eliécer Aldana, de la Universidad del Quindio; Carlos Luque y Leonor
Camargo, de la Universidad Pedagogica Nacional; Clara Helena Sanchez, de la Universidad
Nacional de Colombia, y Carlos Ochoa de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas.

En estas memorias se encuentran los resumenes de las actividades académicas desarrolladas durante
este Coloquio, las cuales constituyen una evidencia de la participacion plural de profesores e
investigadores de diferentes instituciones educativas, nacionales y extranjeras, y diversas areas de
conocimiento: cuatro conferencias plenarias, seis cursos, tres mesas de trabajo —una mesa redonda y
dos mesas tematicas, catorce conferencias no plenarias y treinta y tres Comunicaciones Breves.

En nombre de todos los participantes, agradezco a los miembros del Comité Organizador,
profesores Mauricio Bautista y Alberto Donado, de la Universidad Pedagdgica Nacional, Carlos
Ochoa, Diana Gil, Jorge Rodriguez, Jhon Bello y Julio Romero de la Universidad Distrital
Francisco José de Caldas, Clara Helena Sanchez y Luis Fernando Grajales de la Universidad
Nacional de Colombia, al equipo de evaluadores de las tres universidades publicas de Bogota, asi
como a todos los profesores y estudiantes ponentes en este Coloquio, que con su trabajo y
dedicacion hicieron posible el éxito del Coloquio. Un agradecimiento especial al Sr. Rector, Dr.
Inocencio Bahamdn, a la Vicerrectora Académica, Dra. Maria Elvira Rodriguez, y al Director de
Bienestar Institucional, Dr. Jorge Federico Ramirez, quienes como directivos de la Universidad
Distrital Francisco Jos¢ de Caldas contribuyeron a que este evento se hiciera realidad. Pero sobre
todo, un agradeciendo al profesor Jesiis Hernando Pérez Alcazar, de todos los que durante mas de
un cuarto de siglo hemos podido participar en este encuentro de saberes, gracias por ofrecernos este
espacio de encuentro, gracias jmaestro de maestros!

Pedro Javier Rojas Garzon

Presidente Comité Organizador

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica
Universidad Distrital Francisco José de Caldas, Bogota.
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Retos matematicos:
una agenda para investigacion y accion

Maria Falk de Losada

Universidad Antonio Narifio, mariadelosada@gmail.com

Resumen. Se retoma la tematica del Coloquio “desafios en la formacion matematica” para plantear
la necesidad de disefiar y desarrollar un curriculo de matematicas mucho mas retador para todos los
estudiantes con base en cuatro razones que lo fundamentan. Se plantean temas y areas de
investigacion y desarrollo para contribuir a la propuesta, se soporta con experiencia y estudio, y se
ilustra con ejemplos.

Palabras clave: Agenda, matematicas retadoras, curriculo, pensamiento matematico, soluciéon de
problemas,

1. INTRODUCCION

La tematica de este Coloquio Distrital de Matematicas gira en torno a “desafios en la formacion
matematica”. Esta expresion es genial por las multiples interpretaciones que se le puede atribuir. En
esta charla inaugural, vamos a dirigirnos hacia una posible significacion de mucha actualidad,
urgencia y profundidad.

Proponemos disefiar y desarrollar un curriculo matematico mucho mas retador para todos los
estudiantes, lo cual nos lleva a analizar nuestra ciencia y nuestra practica de manera profunda,
dejando en lo posible nuestros prejuicios atras o al lado. Este es el ejercicio que cada uno debe
procurar hacer en el transcurso del Coloquio.

Queremos hablar, entonces, de una linea prioritaria de investigacion y desarrollo que proponemos
para enmarcar nuestras acciones futuras, ésta es, el disefio, planeacion, organizacion y realizacion
de investigacion relacionada con los diferentes aspectos que se buscan promover con una
experiencia mas retadora en la matematica escolar. Uno de ellos es la naturaleza del pensamiento
matematico y la identificacion de como se puede hacer que la experiencia de la clase de
matematicas se dedique mas al desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes de modo
que para el estudiante sea tanto personalmente apropiado como divertido, y que permita a los
estudiantes dejar todas las opciones abiertas cuando toman decisiones en la vida, desde la profesion
a seguir, hasta las finanzas personales, hasta el ejercicio de los derechos del ciudadano.

Con respecto a esta linea que involucra el desarrollo en todos los estudiantes de la capacidad de
pensar matematicamente. Cuando estuvo debatiendo temas para nuevos estudios hace algunos afios,
ICMI — que puede pensarse como el organismo que lidera las tematicas de la disciplina de
educacion matematica en el mundo - no adopt6 una propuesta de enfocar el tema del pensamiento

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica Septiembre 8, 9y 10 de 2011 Bogota, Colombia 5



matematico considerando que el concepto de pensamiento matematico era demasiado vago y la
investigacion en el area poco desarrollada, seleccionando en su lugar el topico del demostrar y la
demostracion. De este modo enfatizamos que contamos con un area de investigacion — la
caracterizacion y el desarrollo del pensamiento matematico — lista para nuestra intervencion como
educadores matematicos. Ahora, frente a ella, nuestro trabajo nos ha llevado a la conclusion de que
la solucion de problemas, la generacion de algoritmos, y la demostracion matematica formal tienen
todas sus raices en la misma estrategia del pensamiento, la de encontrar una forma — por ingeniosa
que sea — de basar cada nuevo paso o resultado en uno previamente resuelto o demostrado.
Invitamos a los aqui presentes trabajando en investigacion basica a considerar la posibilidad de
dedicar su investigacion a esclarecer la naturaleza del pensamiento matematico con el dnimo de
contribuir también a generar estrategias de formacion del pensamiento matematico de nuestros
estudiantes por medio de un curriculo enriquecido y mucho mas retador.

Esta linea de desarrollo tejera nexos de innegable importancia con otras areas de investigacion en
educacion matematica, e involucrara el examen de la manera en que se forma el profesor y maestro
en matematicas, y por sobre todo un examen del curriculo.

2. ANTECEDENTES

Devolviéndonos a nuestro tema principal, la idea de que todo estudiante pueda disfrutar y
aprovechar experiencias retadoras y enriquecedoras en matematicas no es nueva.

Cuando comenzaba a preparar esta charla, me acordé del didlogo platéonico EI Menon en el cual
Platon quiere ganar adherentes a su explicacion personal de como es posible el aprendizaje y en el
cual las acciones de Socrates se han tomado notoriamente como ilustracion de lo que llamamos el
método Socratico. Sin embargo, yo quisiera mirarlas como ejemplo de la ensefianza y aprendizaje
matematicos que involucran retos.

En el Menon, la condicion del alumno como esclavo tiene por proposito asegurarnos que no tiene
conocimiento matematico previo, y que para ¢él todo lo que acontece es nuevo. El problema
propuesto por Socrates es el de construir un cuadrado cuya area sea el doble del area de un cuadrado
dado.

El esclavo comienza sugiriendo que se doble la longitud del lado del cuadrado y Socrates,
dibujando en la arena, demuestra que la figura que resulta tienen cuatro veces el area de la figura

original.

(Aqui reproducimos algunas paginas de una copia de los Collected Dialogues and Letters de Platon,
las tinicas ilustraciones en mas de 1700 paginas de texto.)
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MENO 365

what I can since you ask me. I see you have a large number of retainers b
here. Call one of them, anyone you like, and I will use him to demon-
strate it to you.
MENO : Certainly. [To a slave boy.] Come here.
soCRATES : Heis a Greek and speaks our language?
MENO : Indeed yes—born and bred in the house.
sOCRATES: Listen carefully then, and see whether it seems to
you that he is learning from me or simply being reminded.
MENO: [will
SOCRATES: Now boy, you know that a square is a figure like
this?
(Socrates begins to draw figures in the sand at his feet. He points
to the square ABCD.)

BOY: YES.

socrATES : It has all these four sides equal? c
D G C
E F
A H B

BOY: Yes.

SOCRATES: And these lines which go through the middle of it
are also equal? [EF, cH.]

BO¥: Yes B

SOCRATES: Such a figure could be either larger or smaller,
could it not?

BOY: Yes.

SOCRATES: Now if this side is two feet long, and this side the
same, how many feet will the whole be? Put it this way. If it were
two feet in this direction and only one in that, must not the area be
two feet taken once?

BOoY: Yes:

SOCRATES : But since it is two feet this way also, does it not be- d
come twice two feet?

BOY: Yes.

SOCRATES: And how many feet is twice two? Work it out and
tell me.

BOY: Four.

La segunda sugerencia del esclavo es de prolongar los lados a una distancia de un medio del lado
dado.
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366 PLATO: COLLECTED DIALOGUES

soCRATES: Now could one draw another figure double the size
of this, but similar, that is, with all its sides equal like this one?

BOY: Yes.

SOCRATES: How many feet will its area be?

BOY: Eight.

socrRATES: Now then, try to tell me how long each of its sides
will be. The present figure has a side of two feet. What will be the side
of the double-sized one?

eov: It will be double, Socrates. cbviously.

SOCRATES: You see, Meno, that I am not teaching him any-
thing, only asking. Now he thinks he knows the length of the side of
the eight-foot square.

MENO: Yes.

SOCRATES : But does he?

MENO: Certainly not.

socrRATES : He thinks it is twice the length of the other.

MENO: Yes.

SOCRATES: Now watch how he recollects things in order—the
proper way to recollect.

You say that the side of double length produces the double-sized
figure? Like this I mean, not long this way and short that. It must be
equal on all sides like the first figure, only twice its size, that is, eight
feet. Think a moment whether you still expect to get it from doubling
the side.

BoY: Yes, Ido.

SOCRATES : Well now, shall we have a line double the length of
this [aB] if we add another the same length at thisend [B J]?

BOY: Yes.

SOCRATES: It is on this line then, according to you, that we
shall make the eight-foot square, by taking four of the same length?

so¥: Yes:

SOCRATES: Let us draw in four equal lines [i.e., counting AJ
and adding JX, KL, and LA made complete by drawing in its second
half Lp], using the first as a base. Does this not give us what you call

the eight-foot figure?
1 N K
Q P
G c
D M
E B
A H B (0] J

En cada instancia, Socrates muestra que la conjetura es incorrecta usando diagramas o
demostraciones sin palabras, y finalmente traza la diagonal del cuadrado dado y lleva al esclavo a
observar (nuevamente demostracion sin palabras) que el cuadrado asi construido tiene el doble del
area del cuadrado original, llenando lo requerido en el problema propuesto.
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MENO 369

J H G
c
D E
A B F
BOY: Yes.
SOCRATES: Now we can add another equal to it like this?
[RCEF.]
BOY: Yes.
SOCRATES: And a third here, equal to each of the others?
[cEecH.]
BOY: Yes.
SOCRATES: And then we can fill in this one in the corner?
[pcH7T.]
BOY: Yes.
socrRATES : Then here we have four equal squares?
BOY: Yes. e
SOCRATES : And how many times the size of the first square is
the whole?

BOY: Four times.
SOCRATES : And we want one double the size. You remember?

BOY: Yes.

socRATES: Now does this line going from corner to corner cut
each of these squares in half? 85

BOY: Yes.

SOCRATES: And these are four equal lines enclosing this area?

El problema en el contexto socratico es fresco, requiere pensar, los intentos del esclavo de
resolverlo se respetan, pero con firmeza se demuestra que son erréneos, la solucion a la que se llega
por intermedio de preguntas es diagramatica, concluyente y elegante.

No estamos tratando de promover el método socratico, sino mas bien mostrar como, hace 2400
afos, se pensaba que cualquier persona — aun un esclavo sin conocimiento previo — puede resolver
problemas interesantes y retadores en matematicas si y cuando se le da a esa persona la oportunidad.

(Qué es lo que tenemos aqui? Un problema excelente, un maestro super estrella, una forma
superlativa de exhibir la solucion que convence instantdneamente al que estd aprendiendo de que es
correcta.

Todo nifio, nifia y joven muestra su originalidad y creatividad por fuera del aula de matematicas;
(,como debemos establecer nuestras metas y construir la posibilidad de su realizacién en nuestras
escuelas de modo que se le dé a cada nifio la oportunidad de mostrar su creatividad también dentro
de los confines del salon de clase de matematicas? Nuestra respuesta es darle la oportunidad de
desarrollar su pensamiento a través de un curriculo mas retador, darle los elementos para pensar
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problemas que no son copias en carbon de lo ya practicado, abrir las puertas para que €l genere sus
propias ideas siempre con criterio de autocritica, respetar sus iniciativas e idear formas productivas
de orientar o enderezar su linea de pensamiento cuando sea necesario.

3. RAZONES QUE SUSTENTAN LA PROPUESTA

Al hablar de dar a cada nifio, nifia y joven la oportunidad de encontrar matematica mas retadora
como un componente esencial de la matematica escolar, estamos en efecto proponiendo tres cosas:
exponer al niflo/estudiante a un problema o situacion matematica que estd mas alla de lo que ¢l o
ella haya enfrentado y practicado de antemano, proporcionar las herramientas para comprender el
problema y pensar en el, acompanar al nifio a hallar formas de expresar sus pensamientos, progreso
y soluciones.

Citamos cuatro razones fundamentales e interrelacionadas por establecer un papel para que todos
los que estamos trabajando en educacion matematica -en el distrito y el pais- demos un impulso
renovado a la evolucion de la matematica tal y como se presenta en la escuela, el colegio y en la
universidad, bajo la premisa que las competiciones matematicas y la matematica de competiciones
han mostrado cémo la planeacion cuidadosa, el analisis, el proponer problemas originales, y el uso
de representaciones no estandar pueden contrarrestar la separacion que algunos sectores han
intentado alimentar entre la matematica elemental y la matematica escolar, entre la matematica y la
educacién matematica.

Estas cuatro razones conciernen los derechos del estudiante, la naturaleza de la matematica misma,
la forma en que la tecnologia estd cambiando la manera en que se hace matematicas —y de hecho la
forma en que pensamos-, y las necesidades de una sociedad de conocimiento. Las trataremos en
orden inversa.

3.1 Las necesidades de una sociedad de conocimiento

Desde hace ya quizas 15 afios estamos en medio de una transformacion social reconocida por todos,
la transicion hacia sociedades de conocimiento (knowledge societies). Ello ha dado lugar a dos
grandes reuniones internacionales impulsadas por la ONU, en el 2003 y el 2006, que han producido
una toma de posicion.

“El logro de nuestros propdsitos compartidos, en particular para los paises en desarrollo y para
paises cuyas economias estén en transicion, para incorporarse plenamente en la Sociedad de la
Informacion, y su integracion positive en la economia del conocimiento, depende en gran medida
en la construccion de una capacidad creciente en las areas de educacion, del saber hacer
tecnologico y en el acceso a la informacion, que son los principales factores que determinan el
desarrollo y la competitividad.”

Queremos situarnos claramente frente a estas tendencias, dando eco a la siguiente toma de posicion.

“Estamos identificados con un proyecto de sociedad donde la informacion es un bien publico, no un
articulo comercial; la comunicacion, un proceso participativo e interactivo, el conocimiento, una
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construccion social compartido, no propiedad privada; y las tecnologias, un soporte para todo ello,
sin volverse un fin en si mismo.”

Un ejemplo de un intento por construir el soporte educativo para una sociedad de conocimiento es
el caso de Singapur. Alli el Ministerio de Educacion ha pedido a los maestros que enseiien menos
para que los estudiantes puedan aprender mas.

Es claro que esta politica desarrollada a nivel presidencial en Singapur toma en cuenta apartes y
resultados tanto de las teorias de aprendizaje como un entendimiento de la naturaleza de la
matematica y del pensamiento matematico. Reconoce que el énfasis mayor en la escuela es la
ensefanza cuando debe ser el aprendizaje y que el aprendizaje ha de ser activo, constructivo. El
estudiante debe tener la oportunidad de desarrollar su pensamiento matematico, de modelar las
situaciones matematicas en términos que tienen sentido para €l o ella, de resolver problemas que no
sean repetitivos y rutinarios sino que le exijan analisis, pensamiento y creatividad.

Las estrategias empleadas incluyen el dominio de cuatro grandes ideas matemdticas: sentido
numérico, visualizacion, identificacion de patrones y modelamiento. El énfasis es claramente en el
pensamiento matematico en contraste con el procedimiento en matematicas.

Veamos un ejemplo.

Originalmente, Sara tenia 4/7 de las canicas que tenia Juan. Cuando Juan le dio 36 canicas a Sara,
los dos tenian la misma cantidad de canicas.

a. ¢Originalmente cuantas canicas mas que Sara tenia Juan?

b. ¢Cuantas canicas habia en total? (SEAB 2005, p. 17)

Janeth resolvio el problema de las canicas usando un método conocido como el “método del
modelo” en los libros de texto en Singapur. En este método se emplean rectangulos para representar
cantidades que no se conocen (incognitas).

Su diagrama inicial fue:

Sara: 1 N B
juan: [ I

Janeth modificé su diagrama de inmediato, separando cada rectangulo en dos medios y mostrando a
color los que Juan dio a Sara para que los dos tuvieran la misma cantidad.

sara: I HE HEHI
juan: HEANHR AN R BN NE

Janeth calcul6 36 + 3 =12 y 6 x 12 = 72 para hallar la respuesta a la primera pregunta y 22 x 12 =
264 para hallar la respuesta a la segunda. Notese que no tuvo que calcular con fracciones porque
utiliz6 el diagrama.

Claramente se busca hacer del aprendizaje una experiencia centrada en el estudiante con el
liderazgo del profesor.

" Burch, Sally, http://vecam.org/article517.html
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Singapur intenta llegar a un punto aprovechable en una sociedad de conocimiento; llevar a cada
ciudadano y profesional a una actitud de poder construir conocimiento por si mismo y asi innovar
dentro de su esfera de accion.

El lema completo ha sido: escuelas que piensan, pais que aprende.

3.1 La tecnologia y la formacion en matemadticas

Adicionalmente, estamos presenciando una transformacion en la forma en que se hace matematicas
y en la misma forma en que pensamos, influenciada fuertemente por la tecnologia y las
posibilidades de llevar a cabo procesos basicos con la ayuda de maquinas como la calculadora o el
computador. Estos son cambios profundos, dinamicos y en permanente flujo, de modo que es
sumamente dificil analizar su impacto total. Pero no por ello podemos dejar de examinar algunas
facetas de su impacto que podemos apreciar claramente.

En efecto, hay dos tomas de posicion que queremos mirar de cerca para luego situarnos en una
posicion propia desde la cual podamos comenzar a trazar nuestra agenda de investigacion y accion.

Primero, una de las posiciones que se ha tomado es la de hacer caso omiso de los cambios que se
estan dando. Muy al lado de todas las novedades que se estan presentando en el mundo, un
importante sector de nuestros profesores de matematicas siguen ensefiando tal y como se les ensefio,
haciendo totalmente irrelevante la experiencia escolar frente al estudiante que sabe divinamente
bien que todo lo que le estan haciendo aprender -conjuntamente con el fragil nivel de comprension
que se le exige — lo puede hacer con rapidez y seguridad la calculadora (el teléfono) o el
computador.

Aun si miramos la tecnologia que concierne directamente la forma en que se ensefia y se aprende
matematicas, por ejemplo, el software dindmico en geometria, no estamos usandolo para que el
estudiante aprenda mas o desarrolle mejor su pensamiento matematico, sino apenas para dibujar
mejor las mismas tareas. Nuestra apreciacion tomando en cuenta exposiciones recientes en el
CIAEM de Recife en el pasado mes de junio y el CCM de Bucaramanga en el pasado mes de julio,
es que no se esta haciendo mucho que se parece a matematicas y el modelo pedagodgico que se
emplea es muy parecido al conductismo. “Sefiale un punto, trace una recta de pendiente tal, ...”

Los grandes recursos se estan perdiendo, estamos aprendiendo como usar un nuevo programa con el
proposito casi declarado de no desarrollar mejor el pensamiento de nuestros estudiantes, de
reemplazar los algoritmos rutinarios con software igualmente rutinario, en lugar de entender que
son instrumentos para abordar situaciones que nos hacen pensar, no son -como dijimos antes- fines
en si mismos.

Por otra parte, la tecnologia ha implicado que la informacion (y el entretenimiento) se transmiten
cada vez mas de manera visual. Esto también influye en la forma en la que piensan nuestros
estudiantes, la forma como razonen y, en general, la forma que encuentran natural y agradable para
ejercer la imaginacion y transmitir sus propios pensamientos. Afortunadamente, ello aunque
constituya un reto también constituye una oportunidad, de repensar la forma en que presentamos y
“empaquetamos” la informacion o los problemas que queremos plantear a nuestros estudiantes y las
formas en que queremos que ellos nos presenten sus analisis y soluciones. La exploracion del tema
de la video-matematica es una oportunidad excelente para nuestra investigacion y desarrollo.
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3.3. La naturaleza de la matemadtica misma

No so6lo se investiga en las fronteras de la matematica, sino también es dable e importante la
investigacion en cada uno de los sistemas matematicos abiertos.

Dentro de este panorama, la matematica elemental es una ciencia viva abierta y fecunda para la
investigacion; afio tras afio somos testigos de la creacion de problemas nuevos y originales en areas
que incluyen teoria de nimeros, geometria euclidiana, matematica discreta, con diferentes niveles
de dificultad y complejidad.

En contraste, por lo general la matematica escolar intenta aproximarse a una parte paralizada — no
muerta sino paralizada - de esa matematica elemental viva, una parte trajinada y aparentemente util,
una parte programable, matematica que puede hacer algo tan predecible que lo puede hacer con un
computador con software que puede venderse en mercados de escala.

No es inutil, simplemente no es suficiente, y mas importante aun, no llega a encantar a la persona
que esta aprendiendo, no llega a intrigar.

Dado que la matematica elemental es un sistema abierto en la que aparecen constantemente nuevos
resultados, problemas, métodos y argumentos, ello exige un compromiso de renovacion permanente
de la matematica escolar, conservando sus tesoros pero buscando relevancia para cada nueva
generacion estudiantil en la cual los aportes, ideas y métodos de cada estudiante son valorados.

Por otra parte, estamos ante una explosion del conocimiento en general y del conocimiento
matematico en particular. La dindmica de la creacion de nuevo conocimiento matematico requiere
que el curriculo también esté buscando temas que lo mantienen en contacto con las fronteras de su
ciencia.

En efecto, en estos momentos se lleva a cabo un proyecto conjunto organizado entre la Union
Matematica Internacional — IMU — y la Comision Internacional de Instruccion Matematica — ICMI
—una comision permanente de la IMU, proyecto que se titula el Proyecto Klein. Félix Klein escribio
dos grandes libros en los que se enfoca la matematica elemental desde un punto de vista avanzado.
Entre otras cosas, Klein trata asi de orientar y enriquecer la matematica escolar desde los resultados
y métodos de la matematica de frontera. En esta tradicién, el Proyecto Klein, como esta
actualmente concebido, busca elaborar publicaciones para el maestro y profesor de matematicas con
los adelantos matematicos del pasado siglo que pueden influir e informar la forma en que se disefian
actividades de aprendizaje y se ensefian las matematicas en la escuela y el colegio. Mas
generalmente, el proyecto es testimonio de la necesidad de repensar, enriquecer y hacer mucho mas
retadora la matematica escolar en todos sus niveles, pretensiones y matices. Es una posibilidad que
debe apasionarnos a todos, e invito a todos los aqui presentes para que conjuntamente estructuremos
un capitulo colombiano del Proyecto Klein. Congruente con el impacto de las olimpiadas de
matematicas a nivel extracurricular, hay que buscar hacer un impacto también a nivel curricular.

3.4 Los derechos del estudiante

Usualmente nuestros objetivos en la matematica escolar son bien distintos a los de proporcionar
retos nuevos a nuestros estudiantes. Analizando la practica actual, se observa que en la escuela, el
colegio y la universidad buscamos llevar a nuestros estudiantes a conocer y dominar la matematica
hecha por otros, los problemas que otros pudieron resolver, las técnicas, las herramientas, las
estrategias, los métodos que otros desarrollaron.

No permite al estudiante realmente ejercer su propio pensamiento matematico, sino lo limita a
observar el pensamiento de los demas e imitarlo.
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No he encontrado un paralelo apropiado, pero usaré éste. Muchas propuestas curriculares y libros de
texto presentan una aproximacion excesivamente algoritmica a la matematica escolar, una especie
de tematica previamente licuada o digerida, algo asi como comida para bebés, que deja totalmente
irreconocible los elementos fuente en toda su riqueza, diversidad, color, forma y textura.

Varios paises y sistemas escolares hace algin tiempo han tomado conciencia del cambio
fundamental que debe tener lugar. Muchos han construido una cultura matematica enriquecida.
Entre ellos podemos citar los de Rusia, Hungria y otros paises de Europa oriental.

Otros sistemas escolares comienzan a tomar conciencia de la deseabilidad de estructurar un
curriculo més retador para todos. Ello es parte del programa de Singapur que hemos mencionado;
en el para todos los estudiantes se plantean al menos un 25% de problemas retadores en todas las
evaluaciones de matematicas que se hacen, incluyendo los oficiales que son similares a las pruebas
saber.

En los EEUU el estado de Connecticut ha promulgado el siguiente precepto.

“Todo estudiante necesita y merece un curriculo matematico rico y riguroso que se enfoca en el
desarrollo de conceptos, la adquisicion de destrezas basicas y avanzadas, y la integracion de
experiencias de solucion de problemas. El Departamento de Educacion quiere animar a los
educadores a proporcionar tales oportunidades retadoras en matematicas para fomentar el
crecimiento de miembros de la sociedad que sean inteligentes, pensantes y matematicamente
letrados.”

Lo que encontramos interesante en este precepto es que pone énfasis en la importancia de una
educacion matematica retadora para el estudiante y futuro ciudadano. Este es un énfasis esencial, es
lo que todo estudiante necesita y merece. Mas alin, en su edicion de verano de 2010, la revista Ed.
The Magazine of the Harvard Graduate School of Education considerd apropiado enfatizar que el
acceso a un curriculo matematico mas exigente — aunque fuera en la forma de mas y mejor
formacion en algebra — debiera pensarse como un nuevo derecho civil. Mirando otra vez el Menon,
¢seria que la condicion de esclavo del aprendiz estuviera haciendo alusidon a la creencia que el
acceso a la matematica retadora es un derecho de todos?

El llamado se hace particularmente en respuesta a la realidad escolar, mirando tanto politicas como
las acciones de los docentes, que genera bajas expectativas de logro para grandes sectores de la
poblacion estudiantil.

Lo anterior es esencialmente el sentido de ICMI Study 16: Matemadtica retadora en el aula y mas
alla y queremos decir algunas cosas al respecto.

En el Estudio 16 se realzan varios casos de sistemas educativos que estan desarrollando su
compromiso con un curriculo matematico mas retador para todos, y alli se enfatiza que parte de la
fortaleza en tratar problemas mas retadores para todos los estudiantes yace en la representacion
apropiada, y en el nivel elemental visual o grafica, de conceptos y hechos matematicos, una
representacion que permite al estudiante pensar en los conceptos y hechos sin la intermediacion de
simbolos matematicos que, desafortunadamente para el estudiante, pueden llegar a asemejarse a la
filosofia formalista de Hilbert — la manipulaciéon de simbolos sin significado segiun reglas de
transformacion explicitas.
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Los paralelos con el método de Socrates en el Menon salen a la vista, y el mensaje es claro.
Presentar un problema retador, proporcionar las herramientas requeridas para entenderlo y pensar en
el, y acompafiar al estudiante a encontrar formas de expresar la solucion de manera convincente.

Los retos deben calibrarse, bien disefiados provocan el pensamiento matematico del estudiante y su
creatividad. Vamos a dar unos ejemplos de retos sencillos e identificar como cada uno de ellos
puede contribuir a este proposito. En el siguiente ejemplo, tomado del Canguro Matematico 2011
para el grado tercero, ndtese como se induce la imaginacién a la vez que el estudiante se comienza a
acostumbrar a pensar en transformaciones geométricas.

|
AB

ElC

Se dobla la hoja que se muestra en el dibujo a lo largo de la linea gruesa.
(Cual de las letras no sera tapada por un cuadrito rosado?

(A) A (B)B oOC (D)D (E)E

El siguiente problema — rompecabezas tiene un enunciado sencillo.

OO0
QOO
Q0O

OO0
O Q0O
OO0

Colocar los digitos del a® enlos eirrulos de tal modo que ningdn par de digitos
en circulos wecinos sea consecutivos. Dos circulos son werinos se estan unidos

O

O0O0O0000O
O
O
O

pordnaro.

Cuando es posible colocar los numeros de acuerdo con las condiciones dadas, el problema es una
especie de rompecabezas, pero cuando no es posible, induce naturalmente al estudiante a producir
un argumento convincente de por qué no puede hacerse. En este momento, el estudiante se
compromete (de pronto sin saberlo) con la demostracién de tipo matematico.
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Debemos recordar que las operaciones aritméticas no son nunca fines en si mismas (para ser
ejercitadas hasta la saciedad), sino deben usarse en conexion con razonamiento combinatorio, de
optimizacidn o acotamiento, ordenacion, todas éstas pertenecientes al pensamiento matematico.

En el sencillo ejemplo que miramos a continuacion, tenemos la oportunidad de observar todas estas
caracteristicas del pensamiento matematico en interaccion.

El problema puede enunciarse asi:

/ Mayor posible

1,2,3,4

Se colocan los numeros 1, 2, 3, 4 en las casillas de la
fila inferior. En cada fila sucesiva el numero en una
casilla es la suma de los numeros en las dos casillas
inferiores en las que descansa. Cual es el mayor
numero posible que se puede conseguir en la casilla
de la cuarta fila? Cual es el menor posible?

Obviamente, los estudiantes pueden ir tanteando y descubrir las respuestas. El estudiante que no las
obtiene, volvera a revisar su planteamiento y su trabajo, porque todos quieren lograr el mayor.

Pero podemos aprovechar aun mas el problema. Podemos pedirles si hay mas de una forma de
asignar los nimeros a las casillas de manera que se obtenga el mayor valor. Podemos preguntar
cuantas formas hay.

Podemos preguntar cuantos valores diferentes se pueden obtener en la casilla superior.

Si queremos que se ejercite la suma, podemos proponer el problema colocando los nimeros 37, 21,
9y 18 en las casillas de la fila inferior.

Si queremos animar a los estudiantes a sustentar sus resultados con argumentos, podemos pedir que

justifiquen por qué el valor que dicen es maximo en efecto es el mayor posible. Esto no es tan
dificil, un diagrama como el siguiente es suficiente para enmarcar un argumento contundente.
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[
1+2+%+2+3+f+3+4

| |
1+?+2+3 2+373+4

1+2 ‘ 243 | 3+4

12‘34
|

Aunque a nivel tedrico puedan compartir elementos estructurales, el pensamiento geométrico es
esencialmente diferente del algebraico, se complementan, y cada uno contribuye al acervo de
estrategias que puede manejar un estudiante al enfrentar problemas reto.

Consideremos el siguiente problema en el cual el area del rectangulo ABCD es 500 cm?, la longitud
del lado AB es el doble de la del lado BC, y E, F son puntos medios de los lados AB, CD
respectivamente. Se pide hallar el area de la region sombreada.

A E B

C F D

Siguiendo un enfoque claramente euclidiano, en el cual las areas se determinan descomponiendo y
recomponiendo figuras [y argumentando sobre la igualdad de areas de ciertas figuras en la
composicion], un grupo de estudiantes de grado sexto de un colegio de estratos 1 y 2 de la localidad
de Usme, después de solo 5 horas de desarrollo de una unidad para construir significado para el
concepto de area produjeron tres soluciones diferentes al problema planteado, cada una con gran
solvencia geométrica.
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3.4 El camino real y el curriculo

Sin embargo, puede decirse que la evolucion hacia un curriculo matematico més retador para todos
los estudiantes no ha tenido el impacto que merece en la politica relacionada con la educacion
matematica en general.

Una vez mas quiero volver a un incidente famoso de la matematica griega, uno que se cita con
frecuencia pero que no necesariamente se interpreta plenamente en cuanto a sus implicaciones.
Todos hemos oido la historia de Menecmo cuando le dijo a Alejandro Magno “no hay un camino
real” para apropiarse de la geometria.

Un titular reciente del Los Angeles Times decia:
“América (EEUU) sigue buscando una solucién sencilla para sus falencias en educacion. Tal cosa
no existe.”

Desafortunadamente, creo que una gran mayoria de los profesores y maestros, asi como de los
responsables de la politica educativa, sigue buscando el camino real. Un solucion milagrosa, algo
que el futuro profesor puede digerir en un instante y que puede transmitirse a los estudiantes sin
dificultades, pero por sobre todo sin esfuerzo.

Podemos participar en la tarea de convencer a la sociedad como un todo y a los que establecen la
politica educativa en particular, que realmente no hay un camino real a la geometria ni a la
matematica en general; y que seria una tragedia si lo hubiera, dando soporte a nuestros esfuerzos
con investigacion relacionada con el éxito que se ha tenido en Singapur y en muchos otros paises y
regiones del mundo. La matematica forma al estudiante y es cautivante porque requiere esfuerzo,
esfuerzo sostenido e inspirado, para hacer matematicas en todo nivel de experticia. Propuestas,
planes y disefios de un curriculo matematico mas retador es una tarea a la que podemos dedicarnos
todos los educadores aqui presentes, asi como a la investigacion que valora claramente su impacto.
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3.5 Profesores y maestros

Si miramos los analisis que se han hecho en diferentes contextos podemos ver que el rendimiento
(performance) estudiantil sobresaliente casi siempre se puede trazar a profesores y maestros
extraordinarios, y esto es cierto tanto para estudiantes que se desempefian al nivel de las Olimpiadas
como para estudiantes que toman parte en casi cualquier actividad matematica disefiada para medir
su rendimiento (performance).

Esto se dice con claridad en el informe de MSRI The Mathematical Sciences Research Institute de
la Universidad de California en Berkeley; ese instituto comisiond un estudio para analizar la historia
de la formacidén de estudiantes que habian tenido resultados sobresalientes en la Competition
Putnam, una competicion de solucion de problemas retadores para estudiantes universitarios. El
informe data de 2005 y fue elaborado por Steve Olson. En el no so6lo se identifican ciertos
profesores que regularmente formaron estudiantes sobresalientes sino se reveld la existencia de
momentos criticos para atraer a estudiantes hacia el estudio de las matematicas, el mas importante
siendo para estudiantes de 12 a 13 afios.

Sabemos trabajar con profesores y maestros, en investigaciones en el aula, en experiencias de
capacitacion y a nivel extracurricular, como en el caso de las Olimpiadas de Matematicas, pero
debemos y podemos aprender a trabajar intensivamente y con inspiracion en la transformacion de la
formacion universitaria y de la capacitacion para profesores y maestros, para permitirles que tengan
experiencia propia del poder y la belleza de la matematica que se encarna tan apropiadamente en
retos en la matematica elemental, esa que forma el trasfondo de la matematica escolar, y debemos
documentar los resultados que se obtienen en tales investigaciones.

Este puede ser el momento para desarrollar unos preceptos y trabajar en su implementacion.

3.6 Preceptos

¢ Todo nifio tiene el derecho de confrontar matematicas que es lo suficientemente retador
para desarrollar su pensamiento matematico y suscitar en respuesta su creatividad.

% La matematica que reta representa la unica experiencia de aprendizaje que es fiel a la
naturaleza misma de la matematica y a ese tipo de pensamiento que puede llamarse
matematico.

+» El crecimiento matematico del estudiante esta directamente relacionado con la formacion,
el talento y la dedicacion del profesor y maestro. El maestro que no ha tenido él mismo la
experiencia de enfrentar matematicas retadoras y de pensar matematicamente no podra abrir
la puerta hacia tal experiencia para sus estudiantes.
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4. EL DESAFiO PARA NOSOTROS, MAESTROS,
PROFESORES Y EDUCADORES DE MATEMATICAS

Queda para nosotros el desafio de investigar, desarrollar e investigar de nuevo, proceso que puede
transformar la matematica escolar en algo que responde a los requerimientos de la sociedad de
conocimiento, que capitaliza las posibilidades tecnologicas para hacer matemadticas nuevas y
desarrollar capacidades nuevas, que muestra claramente rasgos de la actividad de hacer matematicas
y pensar matematicamente, y que responda a los derechos de todo estudiante a una formacion
matematica que le abre las puertas hacia el futuro.
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La didactica del infinito matematico

Bruno D’Amore
Mescud — Universidad Distrital Francisco José de Caldas — Bogota

Abstract: In this paper, we study the limits of understanding and lack of acceptance shown by
students from the upper-secondary school related to actual mathematical infinity; in particular, we
explore their answers with respect to a celebrated theorem of Georg Cantor. Moreover, we try to
analyze the motives of this widespread non-acceptance which surfaces in diverse fashions.

Palabras clave: didactica del infinito matematico, obstaculos epistemologicos y didacticos, infinito
actual y potencial.

1. Prefacio

Este texto resume una extensa investigacion realizada con estudiantes y maestros sobre la
construccion del conocimiento en relacion con el infinito matematico; el trabajo lleva a este punto
mas de 20 afios. El titulo general de la linea de investigacion es: Lo veo, pero no lo creo.

La bibliografia siguiente enumera algunos textos producidos en esta direccion; después de 5-6 afos
de investigacion, en el julio 1996 el ICME dio a mi mismo la responsabilidad de chief organizer de
un grupo tematico, el XIV: E! infinito, en el VIII ICME de Sevilla, con Raymond Duval como
colaborador.

Dada la brevedad del tiempo y del espacio disponible, en esta ocasion voy a presentar s6lo unos
pocos puntos de la investigacion, que sigue aun.

Por lo general, las investigaciones al interno del NRD de Italia, activo en el Departamento de
Matematica de la Universidad de Bologna (NRD: www.dm.unibo.it/rsddm) se organizan segin un
esquema clasico y fijo:

1. referencias historias y epistemologicas

. descripcion del cuadro tedrico de referencia

. descripcion de los problemas de investigacion
. hipotesis de la investigacion

. metodologia

. resultados de la investigacion

. discusion de los resultados

. verificacion de las hipotesis

. respuestas a las preguntas formuladas en 4
10. referencias bibliograficas.

O 0 1O\ L Wi

En esta ocasion me limitaré s6lo a algunos de estos puntos.
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2. Origen historico del titulo de la investigacion

Cuando nos acercamos a la historia de la matematica, una de las cuestiones que mas sorprende, es el
contenido de una célebre y extraordinaria carta de Georg Cantor (1845-1918) a Richard Dedekind
(1831-1916), enviada desde Halle el 29 de junio de 1877. Dado que Dedekind se retrasaba (!) en dar
respuesta a un problema que le habia propuesto el 25 de junio, Cantor, después de solo 4 dias, y
pidiendo disculpas por el proprio celo, propone con fuerza, en la carta del 29 de junio, una nueva
interrogacion, declarando tener necesidad de recibir el parecer de Dedekind.

Casi al inicio de esta nueva carta (en aleman), Cantor escribe (en francés) la famosa frase:
«Mientras que usted no lo apruebe, yo no puedo mds que decir: lo veo pero no lo creo».”

Espontaneamente surge la siguiente pregunta, ;cual seria el argumento sobre el que Cantor
solicitaba, decidido, una rapida respuesta de Dedekind? Nos lo dice el mismo Cantor en su carta del
25 de junio:

«Una variedad continua de p dimensiones, con p> 1, ;se puede poner en relacion univoca con una
variedad continua de una dimension, de manera tal que a un punto de una corresponda uno y solo
un punto de la otra?».

Debemos decir inmediatamente que, en aquella época, se entendia por “relaciéon univoca” lo que
hoy llamamos “correspondencia biunivoca”. Para favorecer a un eventual lector no experto en
matematica, nos podemos concretar al siguiente caso, particular, pero igualmente significativo:

Jes posible hallar una correspondencia biunivoca entre los puntos de un cuadrado’ y los puntos de
un segmento*?.

Se puede intuir la importancia de la pregunta a partir del siguiente comentario del mismo Cantor:

«La mayor parte de aquéllos a los que les he puesto esta pregunta se han sorprendido mucho del
hecho mismo de que yo la planteara, ya que es evidente que, para la determinacion de un punto
sobre una extension de p dimensiones, se necesitan siempre p coordenadas independientes».

Después, Cantor confes6 que habia intentado demostrar este hecho, suponiendo que era verdadero,
pero solo porque ya no estaba satisfecho de la supuesta y tan difundida evidencia! Confiesa por lo
tanto haber formado parte siempre de aquéllos que no ponian en duda tal hecho; siempre, hasta que
demostro que las cosas no eran asi...

La demostracion hallada por Cantor es de una simplicidad genial; para verla, basta consultar un
buen libro de texto de Analisis de nivel universitario, por ejemplo Bourbaki (1970), pagg. 47-49.
Nosotros aqui nos inspiramos en una célebre vulgarizacion de la demostracion de Cantor que se
halla en Courant y Robbins (1941) relativa sélo al ejemplo visto arriba, propuesto a nuestro
hipotético lector no matematico.’

* Sobre este punto véase Arrigo y D’Amore (1993) y Arrigo, D’ Amore y Sbaragli (2011). Para conocer los
textos completos de las cartas intercambiadas entre los dos formidables matematicos alemanes, se puede ver
(Noether, Cavailles, 1937) y (Cavaillés, 1962).

3 Por “cuadrado” entendemos de ahora en adelante una superficie plana con forma cuadrada abierta, es decir
sin borde.

* De ahora en adelante, hablaremos de segmento abierto, es decir sin extremos.

> En realidad, en lo que sigue de nuestro trabajo, es sélo a este ejemplo al que haremos referencia.
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Pongamos el cuadrado en un sistema de ejes cartesianos ortogonales de origen O, de manera tal que
dos lados consecutivos se “apoyen” sobre los ejes (obviamente uno de los vértices coincide
entonces con el origen). Considerando el lado del cuadrado como unidad de medida, se tiene
inmediatamente que cada punto P interno a la superficie cuadrada tiene coordenadas reales xp y yp
del tipo 0 <xp< 1, 0 <yp< 1, por lo tanto, explicitamente: xp= 0.a,a>...a,..., y yp= 0.b;b;...b,... . A
cada pareja ordenada de numeros reales (xp, yp) hacemos corresponder el niimero real xp- definido
de la siguiente manera: xp- = 0.a;b,ab;...a,b,..., obtenido anteponiendo 0 y el punto decimal, y
alternando después las cifras decimales singulares de cada coordenada. Se puede facilmente
constatar que 0 < xp< 1 y, como tal, xp- se define de manera univoca a partir de xp y yp; como xp- se
puede considerar como abscisa de un punto P’ en el eje x [P’(xp:,0)], se puede pensar, por lo tanto
P’, como el correspondiente de P en la correspondencia definida.

Viceversa: se puede partir de P’ y de su abscisa y, con el método inverso de distribucion de las
cifras, llegar univocamente a P.

Por lo tanto, hemos probado este teorema de Cantor, al menos en el caso en el que la dimension p
de la variedad vale 2: a los puntos internos del cuadrado unitario corresponden de manera biunivoca
los puntos internos del segmento unitario.

Dado que esta demostracion se basa en la escritura decimal de los nlimeros, es obvio que se debe
dar por descontado una unicidad de tal escritura como, por otra parte, objetd el mismo Dedekind a
Cantor en una carta posterior (no obstante aceptando la demostracion y admitiendo que su objecion
no la descalificaba en lo mas minimo). Se trata por lo tanto de eliminar por convencion, antes del
enunciado del teorema, la inica ambigiiedad posible, que se halla s6lo en el caso en el que aparece

un 9 periodico en la expansion decimal. Por ejemplo, es bien conocido que 0.359 = 0.36: basta
entonces prohibir las escrituras del primer tipo y, en el momento en que aparezca, se sustituye con
escrituras del segundo tipo.°®

Nuestra investigacion tiene motivaciones puramente didacticas y los parrafos precedentes tienen
solo el objetivo de situarla en el ambito historico.

Quisimos recordar lo anterior, s6lo para justificar nuestro titulo: «Lo veo, pero no lo creoy, la
célebre frase de Cantor, que vuelve tan humana y fatigosa toda la historia de esta demostracion;
para nosotros sera emblematica de aquello que podria decir también un joven estudiante de la
escuela secundaria superior que tuviera que ver con la demostracion tratada por Courant y Robbins
(1941), e ilustrada por nosotros.

Pero todo esto nos lleva también a poner en evidencia, aunque sea brevemente, los obstaculos que
se han tenido en el desarrollo historico de este dificil y controvertido argumento, hasta la
demostracion de Cantor que, por cuanto genial y simple, no fue acogida de manera inmediata.
Aunque ya no lo diremos mas de manera explicita, es obvio que cuando hablemos de obstaculos
epistemologicos al respecto, la misma historia rapidamente delineada aqui debe considerarse como
un apoyo poderoso a su evidencia.

3. Cuadro teorico de referencia

En ocasion del VIII ICME (Sevilla 1996), redacté una bibliografia de mas de 300 titulos, con la
contribucidén de muchos investigadores de todo el mundo; tal bibliografia se escribi6 en italiano,

% En realidad, existen otros detalles que hay que cuidar, asi como precauciones que se deben tomar; pero, dado
que nuestro objetivo aqui no es el de entrar en cuestiones finas sobre este argumento (por lo demas bien

conocidas) si no exponer una de nuestras investigaciones, eludimos la cuestion. Se puede ver al respecto
Carruccio (1964).
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espaiol e inglés y se puso a consideracion (precisamente en Sevilla) de los participantes en el GT
XIV y redacté también un panorama razonado de tales investigaciones (D’ Amore, 1996).

Partiendo de estos antecedentes, delineamos brevemente el cuadro tedrico de referencia, en el que
nos queremos insertar.

3.1. Entre las tantas investigaciones presentes sobre el panorama mundial, muchas se dedican a la
falta de aceptacion, por parte del estudiante, de las diversas cardinalidades transfinitas [entre los
muchos ejemplos, véanse los trabajos clasicos de Tsamir y Tirosh (1994), de Waldegg (1993), de
Fischbein, Jehiam y Cohen (1994,1995), para tener una primera idea]. Normalmente, para los
estudiantes, la cardinalidad de Z es, en un primer momento, superior a la de N (hay quien incluso
dice que es el doble). Pero, una vez que se acepta la demostracion de que estos dos conjuntos tienen
la misma cardinalidad, muchos estudiantes creen que pueden concluir que esto depende del hecho
de que ambos son conjuntos infinitos y que por lo tanto «todos los conjuntos infinitos tienen la
misma cardinalidad»: infinita. Por lo que, por ejemplo, N, Z, Q y R deberian simplemente de tener
la misma cardinalidad.

Esta aceptacion intuitiva (que representa una misconcepcion bastante difundida) la llamaremos de
ahora en adelante: aplastamiento de los cardinales transfinitos.

3.2. Ponemos en evidencia otra conviccion estudiada muchas veces en las investigaciones; por

ejemplo, en Tall (1980) se muestra como los procesos mentales y las convicciones intuitivas llevan

a los estudiantes a pensar que en un segmento /argo existan mas puntos que en un segmento mas
8

corto.

Esta aceptacion intuitiva (que representa una misconcepcion bastante difundida) la llamaremos de
ahora en adelante: dependencia de los cardinales transfinitos de hechos relativos a medidas.

3.3. Las aceptaciones intuitivas (misconcepciones) de aplastamiento y de dependencia se hallan en
contradiccion entre ellas; pero parece que los estudiantes no se sienten interesados por volver
coherentes sus creencias, como muestran, en modos y ambitos diferentes, Stavy y Berkovitz (1980),
Hart (1981), Schoenfeld (1985), Tirosh (1990), Tsamir y Tirosh (1997) y D’ Amore y Martini (1997,
1999).

3.4. Duval (1983) analiza la dificultad que tienen los estudiantes para aceptar la correspondencia
biunivoca llamada “de Galileo” entre N y el (su) subconjunto de los nimeros cuadrados. El la
explica (incluso) gracias a un obstaculo que llama de deslizamiento: en su caso se trata del
deslizamiento del verbo Tener al verbo Ser en el curso de la demostracion (es decir: en el curso de
la demostracion, se pasa de propiedades de ciertos nimeros recurriendo al verbo Tener, a la
descripcion de una peculiaridad de estos mismos numeros expresada mediante el verbo Ser). Pero
nosotros podemos tomar esto como prototipo y hablar de deslizamiento mas en general; en el curso
de una demostracion: nuestra acepcion de deslizamiento (un poco mas amplia que la de Duval) se
tiene cuando se esta hablando de alguna cosa (o en un cierto modo, o en el ambito de un cierto
lenguaje) y, de improviso, nos hallamos hablando de otra cosa (o en otro modo o en otro lenguaje).
Es evidente que este pasaje del contexto geométrico al aritmético y viceversa se inserta en el “jeu de
cadres” de Douady (1984-86). Caracteristica de nuestro caso especifico es el doble pasaje y el
hecho de que es relativo a una demostracion. Se debe también hacer referencia a la dificultad de
parte de los estudiantes en el pasaje entre diversos sistemas de representacion Duval (1995).

7 Pero sobre este argumento la literatura es vasta en todo il panorama internacional. Véase D’ Amore (1996).

¥ Esta creencia de caracter monddico (y por lo tanto de factura pitagérica), no obstante variados pero
esporadicos antecedentes, fue definitivamente descubierta solo en el siglo XX, es decir, mas bien
recientemente. Véase Arrigo y D’Amore (1993). Ella, como sea, forma parte de la mentalidad comun, mas
alla del mundo matematico. Se halla incluso entre los profesores.
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3.5. El clésico debate filosofico de origen aristotélico sobre el infinito en sentido actual y en sentido
potencial (Arrigo, D’Amore, 1993; Arrigo, D’Amore, Sbaragli, 2011) ha inspirado diferentes
investigaciones, por ejemplo las de Moreno y Waldegg (1991), de Tsamir y Tirosh (1992), de
Shama y Movshovitz Badar (1994) y de Bagni (1998). Se han hallado, en verdad, resultados a veces
contradictorios; pero estd probado que la evolucion de la concepcion actual del infinito matematico
es mas lenta y se da en modo contradictorio a lo largo del curso del curriculo escolar y gracias a un
proceso de maduracion y sistematizacion cognitiva de los aprendizajes. Ahora, la demostracion
descrita por nosotros en el apartado 1 es claramente de tipo actual por el modo mismo en el que se
manipulan algunos conjuntos infinitos (los puntos del cuadrado y del segmento, las cifras después
del punto). Este hecho podria constituir uno de los puntos de dificultad para la aceptacion de la
demostracion misma.

[Naturalmente tuvimos en cuenta los numerosos estudios sobre la demostraciéon matematica en clase. Pero, en realidad, aqui no se trataba
de “dar una demostracion” sino de “seguir una demostracion dada por otros” y después discutir el grado de aceptacion para estudiar los

motivos de un eventual rechazo: nos parece que la especificidad de la demostracion y el hecho de que ella involucre al infinito cobran
mayor relevancia con respecto a la actividad del demostrar en si].

4. Resultados

La demostracion del teorema de Cantor se revela por encima de las capacidades normales de
aprendizaje de los estudiantes de las escuelas superiores que no han aun seguido un curso del
Analisis. Esto se debe sobre todo a obstaculos de naturaleza epistemologica y didactica, como
hemos mostrado, y a dos pasajes en la demostracion (deslizamiento y manipulacion de las cifras).
El éxito obtenido por el 19.2% cae en los valores normales del estrato de alto rendimiento de una
poblacion escolar y por lo tanto no parece significativo para nuestra investigacion.

Las demostraciones de los otros dos teoremas (“segmentito-segmentote” y “formas periddicas”)
resultaron mas accesibles, pero también pusieron en evidencia la existencia de obstaculos de diversa
naturaleza, por ejemplo de tipo curricular y cognitivo general.

El examen de los cuestionarios nos lleva a intuir que los obstaculos se podrian superar en al menos
dos modos:

- mediante una especie de eludir (véanse las demostraciones de “segmentito-segmentote” y de
“formas periodicas”); la operacion puede lograrse también plenamente, pero no tiene efecto
duradero: a la fase “lo veo”, es decir a la comprension técnica de la demostracion, puede seguir
una reaccion del tipo “pero no lo creo” causada por el regreso en superficie de los obstaculos;

- mediante remocion y superacion de los mismos.

Para superar un obstaculo epistemoldgico se necesita hacer atravesar al estudiante la frontera de sus
conocimientos, aumentandolos de manera directa y oportuna.

Por ejemplo, en el caso de “segmentito-segmentote” se necesita ayudar al estudiante a separarse del
modelo del segmento como “collar” cuyas “perlas” se hallan estrechamente ordenadas. Se necesita
hacerle tornar conciencia, por ejemplo, del hecho que, en un segmento, dado un punto, no tiene ya
sentido pensar ni en el punto anterior ni en el sucesivo, buscando imagenes oportunas.
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Objetos Matematicos
y Practicas Constitutivas.
La Génesis de la Topologia de Vecindades

Luis Carlos Arboleda

Universidad del Valle, Cali, luis.carlos.arboleda@gmail.com

Resumen. La axiomatizacion de la topologia de espacios abstractos es un paso fundamental en el
desarrollo de las estructuras matematicas del siglo XX. Por otra parte, las vecindades constituyen el
recurso privilegiado para seleccionar y organizar las estructuras de la topologia general, y garantizar
el estudio fecundo de los problemas mas importantes de la teoria de funciones. Las primeras
estructuras topologicas determinadas por la convergencia de sucesiones y la métrica, aparecieron en
los trabajos de Fréchet preparatorios de su tesis doctoral (Fréchet, 1904) y (Fréchet, 1906). Aunque
el propio Fréchet, Hilbert, Riesz, Moore y otros matematicos hicieron aportes significativos a la
caracterizacion de la topologia del espacio abstracto a través de las vecindades, la presentacion
axiomatica que hoy utilizamos fue formulada inicialmente por Hausdorff en sus conferencias de
Bonn de 1912 y luego en su célebre obra Fundamentos de la teoria de conjuntos (Hausdorff, 1914).
En esta conferencia solo estudiaremos los trabajos de Fréchet y Hausdorff sobre las vecindades.

En cuanto a las concepciones de ambos autores que inspiraron sus practicas matematicas
constitutivas de este objeto, en el caso de Fréchet las estructuras topologicas se introducen y
estudian como parte del programa del Analisis General que apunta a extender las propiedades
fundamentales del célculo infinitesimal al dominio de las funciones generalizadas o funcionales.
Este enfoque se reclama de la “analiticidad” leibniziana, y esta orientado por un cierto ideal de
“categoricidad de los espacios abstractos” (Fréchet, 1928). En cuanto a Hausdorff, se mostrara que
algunas caracteristicas del estilo estructural moderno de los Fundamentos de la teoria de conjuntos
se pueden encontrar en sus trabajos filosoficos tempranos, y se basan en su “determinacion” de
escoger entre varias presentaciones generales de la topologia del espacio, aquélla con la axiomatica
mas sencilla y menos redundante posible. Este programa condujo a Hausdorff e incluso al mismo
Fréchet y a otros matematicos de su escuela, a preferir las vecindades porque permitian
desembarazarse de las dificultades de lo numerable que conlleva el uso de la convergencia
secuencial.

Palabras clave: Historia de Matematicas, Topologia de Vecindades, Objeto Matematico, Fréchet,
Hausdorff.
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1. INTRODUCCION

A comienzos del siglo XX el Analisis Funcional estudiaba la clase de funciones numéricas
definidas sobre conjuntos de lineas, funciones reales, sucesiones numéricas y otros objetos. El
campo no estaba atin unificado y la investigacion se adelantaba en una pluralidad de teorias, cada
una determinada por la naturaleza del dominio de la variable (Arboleda y Recalde, 2003). El aporte
de matematicos como Volterra, Hadamard y Fréchet consiste en reconocer la necesidad de
introducir dos extensiones.

En la primera extension los objetos del campo son funciones numéricas definidas sobre conjuntos
de naturaleza cualquiera. Esto implica que la teoria adquiere una unidad de primer orden en la cual
se hace abstraccion de la naturaleza de la variable.

La segunda extension genera el nuevo campo matematico que Fréchet denomind Andlisis General
(Fréchet, 1928) cuyos objetos son funciones abstractas, no exclusivamente numéricas, definidas
sobre conjuntos de puntos de naturaleza cualquiera. Estas funciones generalizadas se denominaran
funcionales. Esta generalizacion busca darle a la teoria una unidad de segundo orden en la cual se
haga abstraccion tanto de la naturaleza de la variable como de la naturaleza de los valores de la
funcion.

El objetivo inmediato del programa de investigacion del Analisis General era extender aquellas
propiedades fundamentales del calculo infinitesimal al dominio de las funcionales. En esta direccion
se impone la necesidad de reconocer una condicion estructural del espacio en el cual se define la
funcional, su geometria intrinseca a través de determinada relacion de proximidad entre sus puntos,
es decir, la topologia del espacio. En la publicacion (Fréchet, 1904) se generaliza por primera vez a
la clase de las funcionales continuas la propiedad de Weierstrass sobre la existencia del extremo de
una funcion real continua en un intervalo cerrado y acotado.

2. FRECHET Y LA GENESIS DE LAS PRIMERAS ESTRUCTURAS TOPOLOGICAS

En varios de sus trabajos historicos sobre el Analisis, particularmente en su historia de los espacios
completos, Dugac reconoce que “Fréchet abrird con su tesis una nueva época en el analisis,
caracterizada por un florecimiento de espacios nuevos y por la busqueda de las propiedades
caracteristicas de estos espacios que condujo a “estructuras” a la vez flexibles y ricas para responder
a las aplicaciones mas importantes en el analisis.” (Dugac, 1984).

En efecto, en su tesis (Fréchet, 1904) Fréchet introduce por primera vez una estructura topologica
en un espacio abstracto. Sea una clase L de elementos de naturaleza cualquiera. Fréchet define la
convergencia de una sucesion (@, ) de tales elementos con base en las siguientes condiciones:

(i)Sia, =a,paran =1,2,..., entonces (a,) converge a a;
if) Si (a,,) converge a a1, entonces (@, ) converge a a para toda sucesion (a, ) de ().
Kn Kn

Es el llamado espacio L de Fréchet, una clase L de elementos indeterminados en la cual la
convergencia de sucesiones generalizadas estd determinada por las condiciones () y (ii). Fréchet
define las partes compactas E del espacio L (como generalizaciones de los intervalos de R) y
enuncia asi la extension del teorema de Weierstrass en L: Toda funcional continua en un conjunto
compacto y cerrado £y alcanza su cota superior y su cota inferior en £ (Fréchet, 1904).

Un espacio abstracto es una clase o conjunto de elementos de naturaleza homogénea pero
cualquiera, en la cual se ha definido la nocidén de proximidad entre tales elementos. El problema de
determinar las propiedades infinitesimales de las funcionales estd logicamente precedido por el
problema de establecer las propiedades infinitesimales de los conjuntos abstractos.
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La generalizacion de segundo orden escapa a la intuicion pues el objeto funcional es de naturaleza
cualquiera y esta definido en espacios de naturaleza cualquiera dotados de una estructura topologica
(convergencia generalizada). Esta situacion es elevada a la categoria de programa de investigacion
por Hadamard (Hadamard, 1912):

«El continuo funcional —es decir la multiplicidad obtenida haciendo variar continuamente una
funcion de todas las maneras posibles-, no ofrece a nuestro entendimiento, ninguna imagen simple.
La intuicion geométrica no nos ensena nada, a priori, al respecto. Estamos obligados a poner
remedio a esta ignorancia, y solo podemos hacerlo analiticamente, creando un capitulo de la teoria
de conjuntos para el uso del continuo funcional.»

Fréchet cre6 una teoria de conjuntos especialmente concebida para permitir el estudio analitico del
continuo funcional. De ahi el titulo de su obra mas conocida: “Teoria de los Espacios abstractos
como Introduccion al Analisis general” (Fréchet, 1928). Afios mas tarde afirmara que el estudio de
espacios abstractos por su estructura topoldgica “evita la repeticion fastidiosa de teorias y
demostraciones exactamente idénticas en el fondo, aunque relativas a dominios de objetos de
naturaleza diversa: numeros, curvas, superficies, funciones, series, grupos, variables aleatorias, etc.,
etc.” (Fréchet, 1933).

Fréchet reconoce en su tesis que las clases L son excesivamente generales y no permiten la
extension de ciertas propiedades de los conjuntos lineales, v. gr. la propiedad de que el derivado de
cualquier conjunto es cerrado. Entonces considera necesario imponerle ciertas restricciones a las
clases L (Fréchet, 1906):

“1° Tales restricciones deberian poder enunciarse independientemente de la naturaleza de los
elementos considerados; 2° Deberian satisfacerse para las clases de elementos que intervienen lo
mas frecuentemente en las aplicaciones; 3° Deberian proporcionar la generalizacion que se esta
buscando de los teoremas sobre conjuntos lineales y funciones continuas.”

Entonces introduce una nueva clase de espacios cuya generalidad cumple estas restricciones. Es la
clase V (“V” de vecindad), en donde las “vecindades” estan definidas en términos de una funcion
distancia de la siguiente manera (Fréchet, 1906): A cada par de elementos A4 y B de naturaleza
cualquiera de la clase V, se le asigna un niimero llamado “vecindad” (A4, B) = (B,A4) = 0 que
cumple las siguientes propiedades:

(i) (A,B) — 0siysolamente si A — B;

(ii) existe una funcién positiva f(£), tal que f(£) tiende a 0 para & muy pequefio y para la cual
(A.0) < f(2)si (A, B) < f(=)y (B.(7) = f(=) paratodo 4, B, " de la clase V.

Conviene aclarar que en los afios siguientes Fréchet continudé desarrollando sus investigaciones
sobre la topologia de las vecindades de manera independiente de Hausdorff cuya obra de 1914
solamente conocio en 1919. Estos trabajos de Fréchet, en conexion con Riesz, Moore, Hausdorff y
otros autores han sido estudiados en (Arboleda, 1980).

Fréchet introduce en su tesis la nocion moderna de espacio completo para una clase V' (Fréchet,
1906): “Diremos que una clase /" admite una generalizacion del teorema de Cauchy si toda sucesion
de elementos de esta clase, que satisfacen las condiciones de Cauchy, tiene un elemento limite.” Asi
mismo introduce el objeto de espacio métrico bajo la denominacion de clase E, E de écart
(distancia). A todo par de elementos 4, B asocia un nimero (4, B) = 0 que verifica las siguientes
propiedades (Fréchet, 1906):

"(i) La distancia (4, B) es nula cuando Ay B son idénticos;

(ii) Si A, B, C son tres elementos cualesquiera, siempre se tiene que (4, B) = (4,C) + (C,B)."
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Fréchet demuestra que la distancia es una vecindad, es decir que toda clase E es una clase V. Uno de
los problemas de mayor interés en la investigaciones topologicas de los afos 1920 fue el problema
de las condiciones suficientes y necesarias para que una clase V sea clase E. Es decir, el problema
de las metrizaciones de un espacio abstracto.

Las practicas constitutivas de objetos matematicas no se pueden estudiar al margen de las
concepciones y valores de los matematicos sobre tales objetos. Fréchet reconoce a lo largo de su
carrera que sus investigaciones en Topologia General y Analisis General se inspiraron en el ideal
leibniziano del analisis de los principios que resume en el siguiente precepto (Fréchet, 1933):

“Quienes prefieren avanzar en los detalles de las ciencias desprecian las investigaciones abstractas y
generales. Quienes profundizan en los principios entran raramente en las particularidades. En
cuanto a mi, le doy igual importancia a lo uno y lo otro porque he encontrado que e/ andlisis de los
principios facilita el avance de las invenciones particulares.”

También se podria reconocer que su practica de constitucion de objetos abstractos estd marcada por
la busqueda leibniziana de una matemadtica de las formas. Una matematica que permita formular en
el registro del pensamiento simbdlico aquello que nos permite ver la percepcion. Lo cual conlleva,
tanto para Leibniz como para Fréchet, un trabajo de generalizaciéon que tenga las siguientes
caracteristicas:

({)introducir en el analisis procedimientos de combinatoria que prescindan de lo infinitesimal;

(i1 ) interpretar convenientemente la ley de continuidad para generalizar propiedades de lo finito a
lo infinito, y

(#iZ) conocer los objetos matematicos en el universo simbolico de su representacion.

3. HAUSDORFF Y LA FORMALIZACION DE LA TOPOLOGIA DE VECINDADES

En la noticia historica del volumen de su Topologia General (Bourbaki, 1940), Bourbaki reconoce
que:

“Con Hausdorff comienza la topologia general como se la entiende actualmente. Retomando la
nocion de vecindad, supo escoger entre los axiomas de Hilbert para las vecindades del plano
aquellos que podian dar a su teoria toda la precision y al mismo tiempo toda la generalidad
deseables. El capitulo en el que desarrolla las consecuencias continua siendo el modelo de teoria
axiomatica, abstracta pero bien concebida para adaptarse a las aplicaciones. Este fue el punto de
partida natural de las posteriores investigaciones sobre la topologia general.”

En efecto, la axiomatica de las vecindades de Hausdorff para la topologia de un espacio abstracto se
encuentra en el capitulo VII sobre “Conjuntos de puntos en espacios generales” de los Fundamentos
de la teoria de conjuntos (Hausdorff, 1914). (Seguimos aqui la seleccion y traduccion de los apartes
correspondientes en (Dugac, 2003)). Al introducir el primer paragrafo sobre “Vecindades”,
Hausdorff afirma que:

“La teoria de conjuntos ha celebrado su mas bello triunfo en la aplicacién a los conjuntos de puntos
de los espacios, en la clarificacion y la consolidacion de los fundamentos geométricos.”

Antes de presentar la forma general del sistema de axiomas sobre las vecindades para un espacio
abstracto Hausdorff lo interpreta para un espacio métrico. Procede como si la ilustracion del objeto
le permitiera justificar la pertinencia de su escogencia (p. 211):

“Pero para generar inmediatamente una imagen concreta, comencemos por vecindades especiales
que se definen a través de la distancia. Entendemos por un espacio métrico un conjunto E en el cual
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se hace corresponder a dos elementos (puntos) X y ¥ cualesquiera un nimero real no negativo, su
distancia X¥ = 0y ademds exigimos seguidamente la validez de los axiomas siguientes sobre las
vecindades:

Fa e
171
L

(Axioma de simetria). Siempre se tiene que ¥X = X¥.

() (Axioma de coincidencia). Siempre se tiene que x¥ = 0siy solamente si x = ¥ .

(¥} (Axioma de desigualdad triangular). Siempre se tiene que Xy + VZ =

e

2

tl

Hausdorff define enseguida una vecindad U, de un punto x en un espacio métrico E, como el
conjunto de puntos ¥ cuya distancia a x es mas pequefia que un numero positivo dado.

Después de precisar que de acuerdo con la tradicion de sus antecesores emplea la designacion de
espacio abstracto para indicar que sus elementos son de naturaleza cualquiera, introduce el sistema
de axiomas que caracterizan el espacio topologico (p. 264):

“Por espacio fopoldgico entendemos un conjunto E, cuyos elementos (puntos) x pertenecen a un
subconjunto U.,, que llamamos vecindad de x, y que verifica los siguientes axiomas de vecindades:

(A) Paratodo x € E, existe una vecindad U, y x € U..

(B} Si U,y V. son vecindades de x, existe otra vecindad de x, W, tal que W, & U,y
W €V

X x'

(C) Siy € U, existeun U, tal que U, S U,.
(D) Six # y,existen U, y U, tales que U, N U, = 0.7

Sabemos que este ultimo axioma caracteriza la condicion de separacion de los llamados espacios de
Hausdorff. Hausdorff define (p. 315) el concepto de espacio métrico completo, como aquel espacio
métrico en el cual toda sucesion de Cauchy (“sucesion fundamental”) converge. En palabras de
Fréchet, el espacio métrico completo es la clase que admite la generalizacion del teorema de
Cauchy. Luego Hausdorff demuestra que todo espacio métrico puede extenderse en un espacio
métrico completo.

En sus conferencias de Bonn de 1912 Hausdorff interpreta las vecindades como el interior de
esferas con centro en puntos de un espacio euclidiano £ de dimension #. El sistema de axiomas es
equivalente al de Fundamentos de la teoria de conjuntos (1914) salvo el (E): “Toda interseccion de
dos vecindades de un punto contiene una vecindad del punto”. Este axioma se enuncia en 1912 asi:

“Dadas dos vecindades de un punto U, y U’,, U, S U' obien U, 2 U',”

Como se observa en (Taylor, 1985), Hausdorff aclara en 1914 que la topologia del espacio puede
fundamentarse indistintamente en las nociones de distancia, convergencia secuencial o vecindades,
pero escoge axiomatizar las vecindades por varias consideraciones.

En primer lugar, porque la nocion de vecindad es mas general que la de distancia, y permite deducir
de ella una teoria de conjuntos de puntos valida tanto para la recta y el plano, como para las
superficies de Riemann, los espacios de dimension finita e infinita y los espacios de curvas y
superficies.

En segundo lugar, porque entre varias presentaciones generales de la teoria debe escogerse aquella
con la axiomatica mas sencilla y menos redundante posible. En este sentido las vecindades son
preferibles porque permiten desembarazarse de las dificultades de lo numerable que conlleva el uso
de la convergencia secuencial.
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Hausdorff subraya que la generalidad no debe traducirse en grandes complicaciones y, al menos en
las caracteristicas principales de la teoria, debe acompafiarse de la simplificacion y la proteccion
contra los errores de razonamiento derivados de una intuicion defectuosa:

“Finalmente, en este procedimiento l6gico-deductivo nos protegemos de los errores a los que nos
puede conducir la intuicion. Esta pretendida fuente de conocimiento — cuyo valor heuristico
obviamente no se cuestiona- se nos revela a menudo tan insuficiente y poco confiable en las partes
mas sutiles de la topologia de conjuntos de puntos, que solo podemos confiar en ella después de un
examen cuidadoso.”

Como recuerda (Punkert, 2008) a lo largo del siglo veinte se establecio la practica estandar de dotar
a las teorias matematicas de una base conjuntista y axiomadtica. La creaciéon de teorias
axiomatizadas, como la topologia, sirvid entre otras cosas para exponer los elementos estructurales
comunes a varias situaciones concretas o areas especiales que quedaban subsumidas como casos
especiales de una teoria abstracta. De esta manera se obtenia una considerable simplicidad, unidad y
economia de pensamiento. Los Fundamentos de Teoria de Conjuntos son pioneros en este sentido,
y abrieron la via al desarrollo de las matematicas modernas.

Hausdorff adoptod este enfoque en la lectura temprana de los Fundamentos de la Geometria de
Hilbert (Hilbert, 1903). En su conferencia de 1903 sobre Tiempo y Espacio, escribié (Punkert,
2008):

“Las matematicas estdn completamente alejadas tanto del sentido real que se le atribuye a sus
conceptos, como de la validez real que se le adjudica a sus proposiciones. Sus conceptos
indefinibles son objetos de pensamiento escogidos arbitrariamente; sus axiomas también son
arbitrarios y libres de toda contradiccion. Las matematicas son la ciencia del pensamiento puro,
como lo es la logica formal.”

Hausdorff expresa esta misma opinion sobre el espacio (Punkert, 2008):

“El espacio es una construccion logica, es decir, incluye todas las proposiciones que se obtienen
como consecuencia logica de axiomas escogidos arbitrariamente, dado que los conceptos que se
emplean son objetos de pensamiento escogidos arbitrariamente.”

Para Hilbert el conocimiento geométrico involucra algo mas que loégica y pensamiento conceptual.
Segun la “Introduccion” de los Fundamentos de la Geometria, la “intuicidon espacial” parece ser la
fuente del conocimiento geométrico (Hilbert, 1903):

“Establecer los axiomas de la geometria e investigar sus interconexiones es una tarea que ha sido
discutida en numerosos y excelentes tratados de la literatura matematica desde Euclides. Esta tarea
consiste en el andlisis logico de nuestra intuicion espacial”.

Hilbert distingue entre presentacion axiomdtica de la geometria cuya finalidad es “establecer los
axiomas de la geometria”, y método axiomdtico, el instrumento para el “andlisis l6gico de nuestra
intuicion espacial” (Majer, 2006). La “intuiciéon espacial” es un recurso importante para la
presentacion axiomatica. El andlisis de la “intuicion espacial” mediante el método axiomatico
permite reconocer las conexiones logicas entre los axiomas.
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Evaluacion, Impacto en el aula

Ferley Ortiz Morales
ICFES, Bogota, fortiz@icfes.gov.co

Resumen. Las evaluaciones externas, mas que ofrecer algunos resultados a partir de los cuales se
obtiene informacidén acerca de la clasificaciéon de estudiantes o colegios, provee elementos
fundamentales que pueden servir como insumo para desarrollar acciones pedagogicas en el aula. En
este sentido, es importante revisar algunos criterios que se tienen en cuenta para el disefio y
aplicacion de pruebas objetivas y marcar la diferencia entre este tipo de evaluaciones y las que son
de tipo formativo, que exigen un mayor acompafiamiento al estudiante. No obstante, aunque
distintas, ambas contienen elementos que bien aprovechados pueden complementarse y proveer la
generacion de actividades mas significativas para los procesos de aprendizaje.

Palabras clave: Validez, Confiabilidad, Objetividad, Evaluacion estandarizada, Evaluacion
formativa.

1. (PARA QUE EVALUAR?

La evaluacion es un proceso que se sigue a partir de la aplicacion de instrumentos y el
analisis de resultados que sirven de base para tomar decisiones. Escenarios naturales que
dan sentido y pertinencia a las evaluaciones son por ejemplo, el ingreso a un programa de
formacién, el progreso en un proceso de aprendizaje, la efectividad de un proyecto
curricular, el aprovechamiento de recursos de una institucion educativa. Cada uno de ellos
hace que las evaluaciones tengan intenciones distintas y por ende deberian llevar al disefio
de instrumentos diferentes para capturar informacién. No es lo mismo tener un instrumento
de seleccion, donde solamente se tienen en cuenta los mejores y como consecuencia deberia
contener retos que no todos los evaluados puedan superar, que medir el progreso en un
programa de aprendizaje, donde los desafios deberian estar graduados con distintos niveles
de dificultad, pasando por lo minimo, lo satisfactorio y lo avanzado.

Este es solo uno de los aspectos que vale la pena mirar en la evaluacion para ampliar el
espectro de posibles percepciones que por desconocimiento, o falta de interés, se tiene de
ella.

2. EVALUACION, PRIMERAS PERCEPCIONES

Cuando se piensa en evaluacion, inmediatamente surge la imagen de una prueba escrita, en la cual
los estudiantes deben responder preguntas, en su mayoria, con formato de opcion multiple con tnica
respuesta. Esto obedece al impacto que tienen las evaluaciones estandarizadas, con las cuales las
instituciones, programas y sujetos que hacen parte del proceso educativo, son medidos.

Este fenomeno aparece como problematico cuando los resultados de las pruebas estandarizadas son
mal interpretados y generan consecuencias que se alejan de las intenciones sobre las cuales fueron
pensadas y aplicadas las evaluaciones, lo que conlleva a que docentes y estudiantes, quienes son

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica Septiembre 8, 9y 10 de 2011 Bogota, Colombia 35



mas vulnerables con las malas decisiones que se pueden tomar, teniendo como referencia los
resultados de las pruebas, estigmaticen las evaluaciones y vean en ellas algo negativo que atenta
contra su desempefio.

Antes que pretender salvar de responsabilidad a las evaluaciones externas por estos hechos, lo que
planteo en el presente documento es la posibilidad de aproximar a los docentes, en este caso
particular de matematicas, a que conozcan algunos aspectos que pueden servir, en primera instancia
para interpretar de mejor manera los resultados de las evaluaciones y poder tener elementos que
generen una postura critica fundamentada frente a estos; y posteriormente para adoptar herramientas
con las que se pueden disefiar de mejor manera las evaluaciones que se desarrollan en el aula de
clase y superar las limitaciones que pueden tener las pruebas estandarizadas.

3. CARACTERISTICAS DE LAS PRUEBAS ESTANDARIZADAS

Fundamentalmente, las pruebas estandarizadas siguen tres principios: validez, confiabilidad y
objetividad. La validez se traduce en coherencia, que pasa por la estrecha relacion entre: el
objetivo de evaluacion, el marco tedrico de la misma y la forma como se evalua. Si se mide
competencia es eso lo que se debe evaluar y no la memoria o la comprension lectora. La
confiabilidad se refiere al grado de precision o exactitud de la medida, en el sentido de que si
aplicamos repetidamente el instrumento al mismo sujeto u objeto produce iguales resultados. Es el
caso de una balanza o de un termdémetro, los cuales seran confiables si al pesarnos o medir la
temperatura en dos ocasiones seguidas, arrojan los mismos datos. La objetividad se refiere a que
los resultados sean independientes de la actitud o apreciacion personal del observador, por lo cual lo
que se hace al evaluar es seguir estrcitamente unos parametros previamente definidos que van a ser
aplicados a todos los evaluados de la misma manera.

La principal limitacion que tienen las pruebas estandarizadas esta en su falta de dinamismo. Estas
evaluaciones, tanto por costos como por el proceso mismo que se debe seguir para su aplicacion, no
se pueden ejecutar permanentemente, lo que si se puede hacer en el aula de clase, donde se tiene
mayor posibilidad de acercarse a los procesos de pensamiento que sigue un sujeto que se somete a
una evaluacion. Sin embargo, la aproximacion al raciocinio del estudiante debe estar acompafiada
de criterios claros con los cuales se van a juzgar los avances y desarrollos que éste pueda tener.

4. CARACTERISTICAS DE LAS EVALUACIONES DE AULA

Las evaluaciones de aula, permiten que el docente reaccione inmediatamente frente a una mala
interpretacion o respuesta que pueda tener un estudiante frente a un estimulo o instrumento de
evaluacion, que de hecho, deberia superar el formato de opcion multiple con Uinica respuesta, ya que
una de las ventajas que ofrece es el acceso directo a los procesos de pensamiento que desarrolla el
estudiante, a través de la argumentacion, la ejercitacion de procedimientos y la interaccion con el
entorno.

Esto conlleva a generar instrumentos distintos de evaluacion: pruebas de pregunta abierta,
exposiciones, mentefactos, carpetas, que sirvan como herramientas para que el docente pueda
observar los procesos mas que los resultados o productos finales frente a las situaciones problema
que se puedan plantear al estudiante.

Otra ventaja que pueden tener las evaluaciones de aula es que pueden servir como escenarios de
participacion por parte de los estudiantes, ellos pueden ser propositivos frente a sus instrumentos de
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evaluacion y elegir, dentro de lo que el universo de posibilidades le ofrezca, como podrian ser
evaluados.

A pesar de todas las bondades que ofrecen las evaluaciones de aula como posibilitadoras de
procesos de formacion, hay que tener cuidado con algunas practicas que van en contravia de la
consideracion de algunos criterios que si son tenidos en cuenta en las evaluaciones objetivas.

- Subjetividad excesiva: el docente, no dejara que los esfuerzos de un estudiante, por mas
que los resultados estén lejos de lo esperado, sean en vano, y terminara aprobando la
intencién mas que el resultado mismo, afectando directamente la validez de cualquier
instrumento de evaluacion, y al mismo tiempo su confiabilidad —la del instrumento-.

- Planteamiento de situaciones complejas: Con el afan de desafiar a los estudiantes con
situaciones problema “interesantes” y proponer retos que demanden procesos de
pensamiento complejos, se proponen instrumentos con altos grados de dificultad, donde la
mayoria de los estudiantes se sienten incomodos por no tener las herramientas suficientes
para dar respuesta a ellos. Es comin que en ocasiones, los instrumentos sean tan dificiles
para los estudiantes que no arrojan informacion acerca de lo que ellos son capaces de hacer
y solo se limitan a ser evidencia de que los evaluados no saben, con lo cual se atentara
contra la confiabilidad del instrumento, ya que de antemano se sabe que los sujetos que
participan en el proceso de evaluacion aprenden de distinta manera y siguiendo diferentes
ritmos.

- Desatencion a objetivos iniciales: En ocasiones por cumplir con la orden de elaborar un
instrumento que contenga un nimero determinado de preguntas, se “rellena” un documento
con situaciones, o actividades no pertinentes que se alejan de los particulares objetivos de
cada evaluacion. La idea es que cada actividad o instruccion que contenga el instrumento,
responda a una intencién que le permita al evaluador mirar aspectos particulares que
complemente la informacion que pueda obtener a partir de las otras.

Es importante destacar que aunque no estan ajenas a errores, las evaluaciones estandarizadas
cumplen con estos criterios, como consecuencia del rigor y la sistematicidad con que son
construidas. Caracteristicas que podrian adaptarse también a las evaluaciones en el aula,
propendiendo con ello que apoyen los procesos educativos, es decir, que sean formativas.

5. EVALUACION FORMATIVA

Si se tienen distintos tipos de evaluacion, si se tienen criterios claros para valorar el
desempefio de los estudiantes, se van a considerar mejores instrumentos para hacer de la
evaluacion una reflexion permanente y un profundo andlisis del proceso educativo cuya
prioridad no puede ser categorizar, excluir o juzgar. Deberia ser un proceso continuo que
tenga en cuenta informacidon acerca del desempeilo que tienen los estudiantes en la
busqueda del alcance de unos objetivos claros, como también sobre los resultados que dan
cuenta de como los estudiantes hacen uso de los conceptos que han aprendido para
solucionar problemas. Este es uno de los grandes aportes que arrojan los resultados de las
evaluaciones externas, ya que ademas de ofrecer un marco conceptual validado por una
comunidad de académicos expertos, investigadores y técnicos en evaluacidon, ofrecen
alternativas para la interpretacion de resultados que van mas alld de una simple medida, o
un numero cualquiera.
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En esta parte conviene revisar lo que se establece en algunas de las evaluaciones externas,
nacionales e internacionales en torno a las matematicas, tanto los objetos de evaluacion,
como los resultados que ha obtenido Colombia, lo cual, marca un panorama acerca de la
situacion de la educacion matematica en el pais.

6. EVALUACIONES EXTERNAS EN MATEMATICAS

Las evaluaciones que se citan a continuacion son promovidas por el ICFES (Instituto Colombiano
para la Evaluacion de la Educacion). Respecto al area de matematicas es posible mencionar que no
se centran en una rama especifica de la disciplina —algebra, geometria, aleatoriedad..,- sino que
procuran involucrarlas a todas en mayor o menor proporcioén. Se propone al lector profundizar en
cada una de ellas consultando la pagina web del ICFES. A continuacion se presenta una tabla en la
que se caracteriza cada una de las pruebas de matematicas en las que Colombia participa.

Tabla No 1. Evaluaciones externas en matematicas

" Frecuencia de Formato
Evaluacion/ L . .
Tipo apllcac[gnl de y Objeto de evaluacion Resultados
Poblacion evaluacion
En quinto grado, 31 de cada 100 estudiantes estan
en el nivel minimo. Ellos son capaces de utilizar
operaciones basicas para solucionar problemas,
identificar informacion relacionada con la medicién,
hacer recubrimientos y descomposiciones de figuras
Competencias plana§, gdemés de organizar y clasificar informacién
estadistica.
El razonamiento y la El 17% de Ips estudianltes demues'tra las . .
argumentacién como y porqué competenaas gsta.brlemdas en el nivel satisfactorio,
de los caminos que se siguen (Mirar caracterizacion en documento ICFES.)
para llegar a conclusiones E'I 8% de los aIumnps de ese gradq se ubica en el
justificacion estrategias y ' ?év:IIEgv)anzado. (Mirar caracterizacion en documento
procedimientos. En noveno grado, el 52% de los alumnos esta en
Prueba Opcion L nivel minimo de desempefio. (Mirar caracterizacion
SABER, 5° | Cada tres afios | miuiltiple La comunicacion, la | en documento ICFES.
yoo/ /5°y 9° con Unica representacion y la modelacion | E| 19% de los alumnos, se ubica en el nivel
Censal respuesta expresion de ideas, interpretacion de | satisfactorio. Ademas de lo establecido en el nivel
datos, uso de diferentes tipos de | minimo, estos estudiantes utilizan las propiedades
representacion, de la potenciacién, la radicacion y la logaritmacion
para solucionar problemas; recurren a expresiones
Planteamiento y resolucién de algebraicgs y rgpreseptaciones graficas para
problemas, Ejecucion de modelgr s.|’tua0|ones simples . o
estrategias y verificacion de de variacion; establecen relaciones entre los sélidos
resultados frente a condiciones de | ¥ SUS desarrolllog planog; reconocen
pertinencia, y‘aphcan movimientos rigidos a figuras planas en un
sistema de coordenadas; comparan
atributos medibles de uno o varios objetos o
eventos; hacen conjeturas acerca de fenémenos
Sélo el 3% demuestra un desempefio sobresaliente
en el rea.
- Frecuencia de Formato
Evaluacion/ s . -
Tipo aphcacn_c?nl de y Objeto de evaluacion Resultados
Poblacion evaluacion
PISA/Muestr | Cada tres afios | Opcion Procesos matematicos: El 38,8% de los estudiantes colombianos se ubicd
al | estudiantes de | mdltiple Formular situaciones por debajo del nivel 1, lo que indica que tienen
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15 afios simple/ mateméticamente. Capacidad de | dificultades para usar la matematica con el fin de
multiple las personas de reconocer e aprovechar oportunidades de aprendizaje 'y
compleja, identificar oportunidades para educacion posteriores, pues no pueden identificar
pregunta utiizar las matematicas, esto s, | jnformacion ni llevar a cabo procedimientos que
abierta, traducir un problema en un surgen de preguntas explicitas y claramente
prueba por | - contexto natural a una forma definidas. EI 31,6% se clasifico en el nivel 1. Al
computador g:;e;zgﬁli%nce tos. hechos sumar esta proporcion con la de quienes estan por

pro,:edimientosp y ra’ cio cinio’ debajo de ese nivel, se encuentra que el 70,6% de
matematico. Capacidad de las los alumnos no logra el desempefio minimo
personas de aplicar conceptos, establecido por PISA (nivel 2),.
hechos, procedimientos y El 20,3% de los estudiantes se ubicé en el nivel 2; el
raciocinios matematicos para 7,5% en el 3; y solo el 1,8% restante en los niveles
resolver problemas formulados 4,5y 6. Estos resultados son muy preocupantes,
matematicamente. pues ademas de ser los mas deficientes entre las
Interpretar, aplicar y evaluar los | tres areas evaluadas, contrastan con los de
resultados matematicos. Shanghai, Finlandia y Corea, paises en los que mas
Habilidades de las personas para | de |a mitad de los alumnos se clasifico por encima
reflexionar sobre las solgciones, del nivel 3 (Grafico 6).
los resultados o conclusiones En Latinoamérica, Uruguay es el (nico pais en el
matematicos, e interpretarlos en que mas de la mitad de sus estudiantes alcanzaron
3: d°a°?£’l‘t° de los problemas dela | "¢ heraron el nivel 2 (52,4%). México y Chile
' tuvieron mejores resultados que las demas naciones
de la region, aunque el 50,8% y el 51% de sus
alumnos, respectivamente.
Evaluacion/ Frecyenq[a de Formato . -l
Tipo apllcac[gnl de y Objeto de evaluacion Resultados
Poblacién evaluacién
En TIMSS 2007 el promedio global en matematicas
de los estudiantes colombianos de cuarto grado fue
355 puntos, con una desviacion estandar de 90. En
Conocer hechos, procedimientos | octavo el promedio fue 380, con una desviacion
y conceptos que los estudiantes | estandar de 79. Estos resultados son relativamente
deben saber. Se partio de la base | homogéneos vy significativamente mas bajos que el
que cuanto mas relevantes son | promedio TIMSS, y las diferencias con respecto a
los  conocimientos de un | los de los cuatro paises que obtuvieron los
estudiante, mayor sera su | Promedios mas altos (Hong Kong, Taipéi, Singapur
capacidad para enfrentarse a | Y Corea)son de més de 200 puntos.
situaciones problema .
En cuarto grado, el 69% de los estudiantes
Opcion . . colombianos mostro logros inferiores a los descritos
TIMSS / C~ada cuatro mﬂltiple ':ftlﬁgmeshab;g(::d poc:fer lzi enla prueb.a; el 22% se ubicd en el nivel bajo; el 7%
Muestral afios/ cuarto y simple/ < imient en el medio, 2% en alto y menos deI. 1%. en el

octavo pregunta practica conocimientos Y| avanzado. En octavo el 61% tuvo logros inferiores a

abierta conceptos para resolver | s descritos en la prueba para ese grado: el 28%
problemas, contestar preguntas o | se ubico en el nivel bajo, el 9% en el medio, el 2%
crear representaciones. en el alto y menos del 1% en el avanzado. Estos

resultados muestran que casi las dos terceras
Razonar, capacidad de | partes de los alumnos presentan dificultades en el

pensamiento logico y sistematico,
asi como situaciones nuevas,
contextos complejos y problemas
que requieren el desarrollo de
varios pasos para su resolucion.

manejo de los conocimientos basicos de las
matematicas. En contraste, en Hong Kong y
Singapur mas del 40% de los estudiantes de cuarto
grado se ubico en el nivel avanzado y muy pocos
tuvieron logros inferiores; en Estados Unidos el 31%
de los estudiantes de octavo logré ubicarse en el
nivel avanzado.
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Los resultados de las pruebas externas evidencian la falta de aprehension de los estudiantes respecto
a las matematicas, lo que tiene como consecuencia que no sea reconocida su utilidad para resolver
situaciones problema.

A pesar de que por tradicion, los métodos de ensefianza de las matematicas hoy dia siguen siendo
magistrales, los resultados en pruebas como TIMSS muestran que los estudiantes no tienen los
conocimientos que deberian tener para el grado en el que estan. Al contrario, se ubican en los
ultimos lugares de clasificacion.

El camino para transformar esta situacion no es adoptar una posicion radical frente a las
evaluaciones externas, tampoco que obtener mejores resultados se convierta en el objetivo No 1 de
la ensefianza de las matematicas. Mas alla de esto, lo que se propone con base en esta informacion,
es que sea posible disefiar aplicar y analizar, en el aula, actividades que promuevan un mejor
aprendizaje de las matematicas por parte del estudiante, a partir del verdadero desarrollo de la
evaluacion formativa, y que, sin ser el objetivo primordial, reflejen unos resultados mas optimos en
futuras aplicaciones de las mismas.
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Programas de enriquecimiento,
un ejemplo, los Clubes de Matematicas

Lyda Constanza Mora Mendieta
Universidad Pedagdgica Nacional, Bogota, D.C.,
Imendieta@pedagogica.edu.co

Resumen. Los Clubes de Matematicas son un espacio que en la actualidad diferentes instituciones
educativas han acogido como actividades extracurriculares que buscan el fomento y desarrollo de
habilidades matematicas, pero sobre todo la atencion a estudiantes que gustan de las matematicas y
que encuentran en los Clubes, un espacio para enriquecerse no so6lo intelectual sino socialmente.
Con esta memoria se pretende motivar a los profesores lectores a crear sus propios Clubes en las
instituciones donde laboran.

Palabras clave: enriquecimiento, club, talento.

1. INTRODUCCION

Durante cerca de seis afios (2005-2010), la autora de este documento coordiné el desarrollo del
Club de Matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional, con la entrega de cerca de setenta
maestros en formacion quienes desarrollaban sus practicas en el marco de esta propuesta educativa,
la colaboraciéon de formadores de profesores que también le apostaron a este proyecto y dedicaron
mucho de su tiempo (Maria Rosa Gonzalez, Yancy Campos, Leonardo Angel, Francisco Camelo y
Carlos Luque) y naturalmente con el aval institucional. Durante esos seis afios fueron varias las
instituciones educativas de Bogota (la mayoria de ellas, distritales) y sus alrededores que
participaron en el Club nominando estudiantes destacados en matematicas, muchos de ellos hoy en
dia estudiantes de diferentes carreras profesionales. De esta maravillosa experiencia han surgido
también varios trabajos de pregrado y un par de tesis de maestria, se abrid una linea de
investigacion dedicada a la proposicion de actividades matematicas para estudiantes talentosos en
matematicas que gestd un proyecto de investigacion durante 2008 y 2009. Hoy, a pesar de que el
Club no contintia su funcionamiento en la Universidad, este espacio de enriquecimiento contintia su
desarrollo en la Institucion Educativa General Santander (Soacha), bajo la orientacion de las
profesoras Eliana Alfonso y Paola Balda, licenciadas en matematicas de la Universidad Distrital y
egresadas del Programa de Maestria de la Universidad Pedagdgica, con el liderazgo académico de la
Universidad Pedagodgica Nacional a través de la Practica Educativa del Departamento de
Matematicas; este Club, a diferencia del inicialmente constituido en la Universidad, atiende no solo
a estudiantes de la secundaria sino a nifios de la educacion infantil y primaria, con excelentes
resultados, uno de ellos, la manifestacion, a viva voz, del amor que tienen hacia las matematicas
estos pequefios. ;Qué es Club? ;Qué se hace en un Club? Son estos los interrogantes que se
desarrollaran en este escrito

2. PROGRAMAS DE ENRIQUECIMIENTO

Asi como los profesores manifiestan el poco interés demostrado por algunos estudiantes por el
estudio de las matematicas, todos reconocen que siempre, en toda aula, hay por lo menos un
estudiante que gusta de las matematicas, ;qué atencion se le presta a estos nifios o jovenes?, ;qué

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica Septiembre 8, 9y 10 de 2011 Bogota, Colombia 41



estrategias son utilizadas en las instituciones educativas para potenciar este gusto y para aportarle a
sus procesos educativos? E1 MEN (2006), proponen dos estrategias en particular, la integracion
escolar y el agrupamiento (a través de Aulas Especializadas, Escuela satélite, o Agrupamiento
especifico), también incluye otras estrategias de apoyo como el enriquecimiento (a través de la
estimulacion —asignacion de mayor intensidad horaria a cierta asignatura- o la condensacion
curricular —adaptacion o supresion de ciertas tematicas y la inversion de este tiempo en actividades
que potencien el talento del estudiante-), la aceleracion (ingreso temprano al preescolar o primaria,
promocién de curso, promocion de materia, ingreso temprano a la Universidad).

El enriquecimiento es una opcion interesante. Segiin Jiménez (2000) existe una triple dimension del
enriquecimiento: orientado al contenido, orientado al proceso u orientado al contenido'.

2.1.  ENRIQUECIMIENTO ORIENTADO AL CONTENIDO.

Se entiende como el que suele darse para profundizar en areas del curriculo y suele darse fuera de
los horarios habituales, popular en establecimientos que tienen superdotados, se cita como ejemplo
los cursos de los sabados. En ocasiones dirigidos a enfatizar o a desarrollar una habilidad.

2.2. ENRIQUECIMIENTO ORIENTADO AL PROCESO

Este tipo de enriquecimiento lo contienen programas que desarrollan en los estudiantes habilidades
de pensamiento de alto nivel o estrategias metacognitivas orientadas a productos de alto nivel, se
acude a modelos especiales de solucion de problemas, pidiendo que estos métodos los apliquen en
su estudio independiente, la objecion planteada es nuevamente el desligar de la materia de estudio,
dificultando la transferencia de habilidades.

2.3. ENRIQUECIMIENTO ORIENTADO AL PRODUCTO.

Su énfasis radica en la capacitacion a estudiantes en la elaboracion de productos que se categorizan
en simples, compuestos, tangibles o intangibles, la estrategia privilegiada es el ejemplo y la
motivacion. Se interesa por los altos niveles de pensamiento y el dominio de determinadas
habilidades.

Los Clubes de Matematicas pueden configurarse en una estrategia de enriquecimiento orientada al
contenido, al proceso y al producto. Desde cada una de tales opciones se aporta a la educacion de
los jovenes que gustan de las matematicas, se amplia su saber sobre lo que son las matematicas,
sobre lo que significa la actividad matematica y los procesos que ello involucra y se desarrollan
habilidades de comunicacion al trabajar en productos propios de la vida académica como lo es la
participacion en eventos, al interior de las mismas instituciones escolares, por ejemplo.

3. ACTIVIDADES EN UN CLUB DE MATEMATICAS

Son varios los temas (conceptos y procesos) que se han abordado en el Club de Matematicas desde
los diversos cursos que se han ofrecido, disefiados por maestros en formacién acompafniados por
profesores del Departamento de matematicas; se mencionan algunos de ellos (Otros ejemplos de
actividades a desarrollar en un Club pueden consultarse en www.estalmat.org o en www.ttm.unizar)
con el animo de que los lectores interesados puedan replicar cursos como ¢éstos en sus instituciones
escolares en el marco de Programas de enriquecimiento como los Clubes de matematicas:

" La descripcion de estos tipos de enriquecimiento estd tomada de Mora y Herrera (2010).
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Elementos de Geometria: Visualizacion, Generalizacion, Conceptualizacion.
Elementos de Aritmética y Algebra: Conteo, Medicion y localizacion, Disefio.

Actividades matematicas para el desarrollo de procesos logicos: Contar e Inducir, poliminds y
patrones de nimeros a partir de dibujos basados en poliminos.

Iniciacion a los teselados: Teselados regulares, semiregulares, demirregulares, notaciones para
algunos tipos de teselados, teselados con poligonos irregulares, algunas técnicas para teselar.

Matematica y Arte II: Estudio de estructuras algebraicas clasicas (por ejemplo, grupos ciclicos
y diédricos) a partir de disefos artisticos como: rosetones, frisos y tapices y, principalmente,
los movimientos rigidos del plano.

De los poliminds a la divisibilidad -Poliminos-: Caracterizacion y reglas de formacion de los
poliminos, familiarizacién y desarrollo de actividades encaminadas a algunos aspectos de la
teoria de niimeros, estudio de polyamantes e identificacion de so6lidos que se forman con
éstos..

Particiones de numeros -A contar sin contar I-: Representacion de nimeros a partir de sumas
de otros, diagramas de Ferrer, técnicas de conteo, grafos garbosos. Técnicas de conteo en
matematicas discretas (variaciones, combinaciones y permutaciones) y su aplicacion en el
juego del Kakuro a través de las particiones numéricas.

Contar sin contar II: Técnicas de conteo en matematica discreta, con un énfasis en el
establecimiento de nexos entre los niimeros de Stirling de clases I y II con el conteo del
numero de subconjuntos de un conjunto y el nimero de particiones, Tridangulo de Pascal.

Geometria dinamica del trilado: Estudio de propiedades de los trilados (triangulos que no
consideran su interior, solo sus lados, de ahi el nombre) utilizando el software Cabri.

10. Redes: Acercamiento a la teoria de grafos: caracteristicas, tipos de grafos, teorema de Euler,

11.

construccion de grafos, eulerizacion de redes, optimizacion.

Criptografia: Estudio elemental de la estenografia, criptografia y el criptoandlisis a partir de
técnicas clasicas como la sustitucion, la clave César, modulos y matrices, entre otras.

12. Geometria plana: conceptualizacion de algunos temas basicos de la geometria como area de

algunas figuras geométricas, tridngulos y sus rectas notables, tipos de poligonos, criterios de
congruencia entre tridngulos.

13. Sucesiones y arte: se tratan algunas sucesiones basicas relacionadas con el arte como lo son

las sucesiones de Fibonacci y su relacion con el nimero aureo, las espirales, las fracciones
continuas, algunas sucesiones geométricas y aritméticas relacionadas con pinturas famosas
como las Omar Rayo.

14. Geometria 3D: Se establecen algunas nociones de la geometria plana y del espacio; se

construyen, caracterizan y establecen diferencias entre los solidos Platonicos, de Arquimedes,
Kepler y Poinsot, los cuales son elaborados con material concreto (origami principalmente), y
otros son modelados con el software educativo Cabri 3D. Se estudia la caracteristica de Euler
y algunas nociones propias de los s6lidos como caras, vértices, aristas y volumen.

15. Fractales: Se estudian algunas caracteristicas de los fractales, tales como; la autosimilitud y la

dimension, se construyen y reconocen fractales clasicos como la curva de Koch, el conjunto
de Cantor, la alfombra de Sierpinski, y el triangulo de Sierpinski.

16. Introduccion a la teoria de juegos: Como su nombre lo indica, en este curso se hace un

acercamiento al estudio de la teoria de juegos; a partir de juegos usuales como ajedrez, triqui y
nim, los estudiantes encuentran estrategias ganadoras que se discuten y se establecen como
tales, para con ello determinar qué es una estrategia, desde la teoria misma; se presentan otros
juegos, menos usuales, con el animo de ampliar la idea intuitiva de juego y llegar a una mas
teorica; también se estudian clases de juegos y algunos términos importantes de la teoria:
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juegos simétricos y asimétricos, juegos de suma cero, punto de equilibrio, maximin y
minimax, entre otros.

17. Arte y estructuras algebraicas: Se estudiaron estructuras algebraicas clasicas (por ejemplo,
grupos ciclicos y diédricos) a partir de disefios artisticos como: rosetones, frisos y tapices o
grupos cristalograficos, todo basado en el estudio de las isometrias.

18. Generalizacion aritmético-algebraica: Se presentaron algunos problemas de tipo numérico o
geométrico a partir de lo cual fuera posible hacer generalizaciones verbales o simbdlicas
donde se hiciera hacer traducciones y buscar equivalencias.

19. Matematica y Literatura: En este curso se leyd el libro El Tio Petros y la Conjetura de
Goldbach, siendo el documento transversal del espacio, con base en éste se trabajaron algunas
tematicas como: La idea de teorema, la conjetura de Goldbach, el teorema de Fermat y los
nimeros primos, también se estudiaron algunas biografias de matematicos famosos y se
hicieron lecturas de fragmentos de otros libros como El hombre que calculaba y El diablo de
los nimeros.

Otros titulos de los cursos ofrecidos son:

1. Matematicas y Astronomia.

2. El problema de la proporcionalidad.

3. Factorizacion desde el algebra y la geometria.

4. Regletas de Cuiseinaire para la visualizacion, la clasificacion, la generalizacion y el conteo.

5. Origami para el reconocimiento de figuras geométricas como tridngulos (tipos) y
cuadrilateros convexos.

6. Técnicas de Escher.

7. Tangram para el reconocimiento de la semejanza de triangulos.

8. Iniciacion a la teoria de nameros para estudiantes de primaria (tipos de numeros y criterios
de divisibilidad)
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Funciones no diferenciables

Rafael Felipe Chaves Escobar

Universidad Distrital Francisco José de Caldas. rafach 25@hotmail.com

Milton Lesmes Acosta
Universidad Distrital Francisco José de Caldas. mlesmes@udistrital.edu.co

Resumen. A partir de una revision breve de la nocidon de derivada de funciones entre nimeros
reales, se contrapone el de la no diferenciabilidad de una funcién en puntos de su dominio. Se
propone el estudio de casos de no diferenciabilidad, incluyendo el de la no diferenciabilidad en todo
punto de una funcién continua definida en los niimeros reales. Uno de los aspectos importantes de
la presentacion analitica y computacional de funciones con la caracteristica de ser continuas
diferenciables en ningtn punto, se debe a su aplicabilidad en teoria de probabilidades y procesos
estocasticos, especificamente en el estudio de integrales con respecto a trayectorias aleatorias o
movimiento Browniano, denominadas integrales estocasticas.

Palabras clave: Funcion, Limite, Diferenciable.

1. FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE LA DIFERENCIACION.

La nocidén de derivada es fundamental en el estudio de la variacién de una funcidén entre nameros
reales.

Definicion: Dado 4 un subconjunto abierto de los niimeros reales y dada una funcion f:A-Rf

. . . EA. . SN | Flatrl-fFia) L )
se dice diferenciable en & si existe el limite 1My .o =™~ . Este limite se denomina la

. af . .
derivada de [ en @ se denota generalmente como E(a] si f define sus imagenes por f (x]’ 0
Flzl—Fim)

como f (@), Este limite también es igual a lim, _,, —a

El estudio de este limite permite caracterizar la derivada sobre funciones en aspectos como los que
se aprecian en la figura 1, como los son la recta tangente, la no existencia del limite.
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Figura 1
De los aspectos mencionados se considerara el de la no existencia de la derivada.
Como es posible que no exista la derivada?

La respuesta a esta pregunta generalmente implica una reflexion sobre el significado de la misma;
se revisan funciones polindmicas, trigonométricas, exponenciales, logaritmicas, etc y todas tienen
derivada.

Con un poco de reflexion se encuentra un ejemplo seguramente similar al mas conocido,
7G> = 1%l g es diferenciable en * = ©,

La recta tangente como la mejor aproximacion lineal.

En relacion con la derivada de una funcioén en un punto, se puede definir intuitivamente la recta
tangente en un punto como la recta que contiene el punto y mejor aproxima la grafica de la funcion
cerca del punto. Pero precisando:

T(x) (& fla))

Definicién: Una recta que pasa por el punto se llama recta tangente a la grafica de

(a,f(a)) . L(x) (af(a)) d>0

en el punto , Sl para cualquier otra recta que pasa por , €X1Ste un
If(x) = T(x)| = If (=) — L(x} 2 € (u—0,u+0)
ue p .

tal q ara todo

f)=Ix] x=0
Mediante esta definicion, se muestra la imposibilidad de recta tangente a en

x2 x3 0

conveniente efectuar esta revision al igual que la recta tangente a ya enx= .La Figura 2

, €S

muestra algunas de las consecuencias de la existencia de la derivada utilizando la definicion de la
recta tangente de este apartado.
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Figura 2

£
¥ X x
. . oqe o F . . - . -
Uno de los resultados sobre diferenciabilidad: Si~ es diferenciable en entonces es continua en

X x
Si  escontinuaen entonces no necesariamente es diferenciable en

Ahora bien, como son las funciones que resultan al derivar una funciéon?. Uno de los problemas
relacionados con las derivadas es el de encontrar una funcion diferenciable en todos los nimeros
reales, pero con derivada no continua.

La solucion de éste problema nos conduce al estudio de funciones exdticas o patologicas que como
generalmente ha ocurrido, conduce a nuevas preguntas y problemas mas profundos. (recordemos el
descubrimiento de los nimeros irracionales por la escuela de Pitagoras).

1
Funciones de Clase €.

. 1 . . . .
Una funcién de clase € es diferenciable y con derivada continua.

. ., 1
Como plantear bien un problema sobre una funcion que no sea de clase o

Ejemplo de una funcion que es diferenciable pero no es de clase €, es decir su derivada no es
continua.

f(x) = x%sen

Su grafica se muestra en la figura 3.

Figura 3
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— 2 1
La derivada de la funciéon f(x) = x"sen = Se muestra en la figura 4.

4

3

Figura 4

i
i

0.1 0.2 0.3

Existencia de una funcién continua no diferenciable en ninguna parte:

En la figura 5 se muestra una funcidén que fue construida, mediante la suma de las funciones que se

presentan en la figura 6

1.5

1 +
/\\/\ 0.5 /\
PANANT AN AT AN AN PANAN AN ANV AT AN AN AN AN AN AN AN AN N S SN NSNS

2 -1.5 -1 -0.5

-0.5

-1

Figura 6

1M1
o 1™

La funcion considerada es f(x) = Z5-=

mas proximo.
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2. PROBLEMAS DE LA TEORIA DE LA DIFERENCIACION

2

— 1
tlathl)—jlal f{:x:- = sen;

Calculando el lim; g h para el caso @ = 0 con la funcién y lano

N . : : - (o}
existencia de este limite para ningtn @ con la funcién / (x) =Z3=¢ 1gm - haturalmente conduce

al andlisis y consideraciones profundas de estos problemas de las funciones y sus derivadas.
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Verdad, Falsedad y Demostrabilidad:
El Teorema de Incompletitud de Godel

Jorge Alejandro Ruiz Vega

Universidad Pedagogica Nacional

Resumen. El teorema de Incompletitud de Gédel tuvo una fuerte incidencia en los fundamentos de
las Matematicas y es un tema que, desde mi experiencia en el pregrado de la Universidad
Pedagogica Nacional, deberia ser mas difundido en la formacion de licenciados en Matemadticas.
Por ello, a continuacion se presenta un panorama general del significado de este teorema y se
comentan las implicaciones que este tuvo frente a algunos de los sistemas formales mas amplios
construidos en Matemadticas, como lo son la Teoria de Conjuntos de Zermelo-Frankel y el sistema
de Principia Mathematica propuesto por Russell y Whitehead. También se expone un esbozo de la
idea de la demostracion del mismo y se presenta otra demostracion informal y no muy rigurosa,
pero que permite resaltar el ingenio de Gddel de una manera bastante explicita.

1. INTRODUCCION

A través de la historia de las Matematicas, han surgido diversos problemas cuya solucion fue en su
momento todo un reto para los matematicos de la época y muchos afios mas tarde se llegd a
demostrar que simplemente dicha resolucion era imposible. Es asi que se tienen los problemas
célebres de los griegos: la cuadratura del circulo, la triseccion del angulo y la duplicacion del cubo,
asi como el problema de expresar la diagonal del cuadrado como cociente entre dos enteros,
teniendo como unidad el lado del mismo, o el problema de encontrar una expresion con radicales
que permita hallar las raices de una ecuacion de grado quinto o superior.

Por ende, la imposibilidad en Matematicas ha tenido un papel bastante relevante:

El descubrimiento de la imposibilidad ha ejercido una notable influencia en el
desarrollo de las matematicas, a veces dando lugar a nuevas y poderosas teorias.
(Martin6n, 2006, p. 157).

De esta manera, el surgimiento de las geometrias no euclidianas se dio gracias a la imposibilidad de
demostrar el quinto postulado de Euclides a partir de los otros cuatro.

Ahora bien, el contexto historico de la época en que surgid el teorema de Incompletitud de Godel,
esta enmarcado por el surgimiento de varias paradojas y contradicciones alrededor de los comienzos
del siglo XX. Principalmente, se destacan Cantor y la paradoja del mayor cardinal, cuando en ese
entonces se aceptaba la existencia del conjunto de todos los conjuntos, al igual que Frege y su
monumental tratado titulado “Las leyes basicas de la Aritmética” el cual fue publicado con gran
tristeza por parte del mismo, debido a que la obra de toda su vida quedaba en entredicho gracias a la
paradoja de Russell (Careaga, 2002). Por consiguiente, el ambiente de la época estaba marcado por
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una gran preocupacion de los matematicos frente a este tipo de hallazgos, ya que si en una teoria se
obtenia una contradiccion, entonces:
En tal teoria todas las proposiciones y sus negaciones serian teoremas...invalidando completamente la

teoria. Este es el motivo por el cual la aparicion de una sola contradiccion causa tanta inquietud, zozobra
y desesperacion. (Muiioz, 2002, p. 36).

De igual forma, el hecho de que no habia errores en la obtencion de estas paradojas, ponia de
manifiesto un fallo en los fundamentos de la Matematica misma. Luego, para salir de esta crisis, se
desarrollaron diferentes escuelas en Matematica: Logicismo, Formalismo y Constructivismo,
intentando restablecer asi la veracidad de la misma (Ernest, 1991).

Asi pues, surgia el programa de formalizacion total del razonamiento matematico, encabezado por
Hilbert, y con el objeto de demostrar la consistencia de las Matematicas. Para ese entonces, el
monumental tratado Principia Mathematica de Russell y Whitehead, y la emergente Teoria de
Conjuntos, eran algunos sistemas formales en los cuales se puede expresar toda la Matematica
conocida y lo tnico que hacia falta era demostrar la consistencia de ellos mismos (Gutiérrez, 1999).
Precisamente, alrededor del afio 1930, Kurt Godel se encontraba trabajando en dicha labor, bajo el
programa de Hilbert, y finalmente en 1931, es publicado el trabajo titulado “Sobre sentencias
formalmente indecidibles de Principia Mathematica y sistemas afines”, en el cual se plantea y se
demuestra el famoso teorema de Incompletitud de Godel y en donde, como menciona Gutiérrez,
quién estuvo mas cerca de culminar el programa de formalizacion de Hilbert, fue quién
precisamente le dio el tiro de gracia.

2. EL TEOREMA DE INCOMPLETITUD
DE GODEL Y SUS CONSECUENCIAS

Aunque existen diversas maneras de mencionar el teorema de Godel, como se puede consultar en
las referencias bibliograficas, esencialmente el Teorema consta de dos partes y plantea lo siguiente:

v En todo sistema axiomatico finito, formal y consistente existen aseveraciones cuya verdad o
falsedad es imposible demostrar dentro de ese sistema.

v" Si A es un sistema consistente de axiomas, entonces la consistencia de A no es demostrable
en A

Sin embargo, antes de entrar en detalles de la idea de la demostracion del mismo, se hace énfasis en
las consecuencias que este teorema produjo. Inicialmente, una de ellas es que a partir de este
teorema aparecen diferencias entre lo que se entiende por Verdad o Falsedad y Demostrabilidad:

Godel no se interesa en saber si una aseveracion es falsa o verdadera. Lo que afirma es
que en cualquier sistema logico basado en axiomas, existen aseveraciones cuya verdad
o falsedad no vamos a poder decidir. Antes de Godel esto ni siquiera se consideraba,
pues lo interesante de una aseveracion era poder demostrar que era verdadera o bien
que era falsa. A partir de Godel aparece una diferencia muy sutil entre verdad/falsedad
y demostrabilidad. (Careaga, 2002, p. 9).

Seguidamente, debido al teorema de Gddel, todo el programa de formalizacion propuesto por
Hilbert se derrumbo6 y qued6 demostrado, como bien menciona Ernest (1991), que no todas las
verdades matematicas se pueden representar como teoremas en un determinado sistema formal y de
igual manera, el sistema no puede garantizar su seguridad a través de ¢l mismo. Ademads, en cuanto
a la filosofia de las Matematicas, surgieron nuevas concepciones o posturas frente a esta, ya que por
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una parte se encontraban los partidarios de la visiéon absolutista de las Matematicas, en la cual,
segin Ernest, la verdad matematica es de certeza absoluta y esta ciencia es la Uinica con una
estructura de conocimiento que es completamente veridica, en contraste con la vision falibilista, en
la cual las Matematicas son corregibles y se encuentran en constante proceso de revision y
correccion, es decir, el conocimiento matematico es falible.

En este punto, es importante resaltar la vision que como docentes de Matematicas se pueda tener
frente a estas mismas, puesto que como plantea Ernest (1991), el adoptar una de esas dos filosofias,
Absolutismo o Falibilismo, determinara la ensefianza de las Matematicas. Igualmente, es necesario
destacar que el hecho de que las Matematicas no puedan justificar su consistencia en si mismas no
es algo que se tenga que ver de una forma totalmente negativa:

La pérdida de “la certeza” (Kline, 1980) no representa la pérdida del conocimiento. Existe una situacion
analoga en el desarrollo de la fisica moderna. La teoria general de la relatividad requiere de abandonar el
absoluto, en favor de marcos de referencia universales con una perspectiva relativa. En la teoria cuantica,
el principio de incertidumbre de Heisenberg, significa que esa nocion de determinar con certeza la
posicion y momentum de una particula también debe ser dejada. Pero no vemos que se acabe el
conocimiento como marco absoluto de certeza. Por el contrario vemos que el conocimiento se acrecienta,
colocando limites dentro de los cuales podemos conocer. Relatividad e incertidumbre representan un gran
avance en el conocimiento. (Ernest, 1991, p. 17).

Incluso, para el conocimiento humano en general, como plantea Careaga (2002), las implicaciones
del teorema de Godel son enormes y todos tenemos que aceptar las limitaciones inherentes en el
potencial del conocimiento, ya que por mas que se desee nunca se llegara a la verdad absoluta y
definitiva del universo, puesto que esta limitacion es aplicable para cualquier sistema finito de
saberes.

a. ESBOZO DE LA IDEA DE LA DEMOSTRACION

A continuacién se presenta un esbozo general de la idea de la demostracidon del teorema de Godel,
tomado del articulo de Claudio Gutiérrez titulado “El teorema de Incompletitud de Godel (Version
para no iniciados)”, publicado en 1999, en la revista Cubo de la Universidad de la Frontera en
Chile. Es valido aclarar que en el documento original divulgado por Godel en 1931, él mismo
esboza la idea de la demostracion antes de presentarla rigurosamente, y precisamente ese esbozo es
expuesto por Claudio Gutiérrez en el articulo en mencion.

En primer lugar, se toma un sistema formal en el cual se desarrolla la demostracion. Godel uso el
sistema formal de Principia Mathematica. Aqui se toma el sistema formal que usa Gutiérrez, el cual
es denominado como N, y se puede pensar como una axiomatizacion de la aritmética de los
numeros naturales. Es decir, N es un sistema de axiomas y reglas de deduccion que permiten
deducir afirmaciones sobre los nimeros naturales. Es asi que, el objetivo de la demostracion es
encontrar una oracion F del sistema N, que tenga la propiedad de que ni ella ni su negacion sean
deducibles en el sistema N'. Luego se presentan uno a uno los pasos generales de la demostracion:

1) Se establece el lenguaje del sistema formal, el cual consta de signos primitivos, variables,
constantes logicas, etc.

2) Se establece un método de reglas para reconocer lo que Mufioz (2002), denomina férmulas
bien formadas del lenguaje del sistema, de modo que se tengan oraciones o proposiciones de

Godel establece unas condiciones minimas que debe cumplir el sistema formal, en las cuales Gutiérrez no entra en
demasiado detalle, pues para efectos de entender la idea de la demostracion, es suficiente con tener claro que se parte de
un sistema consistente finito de axiomas.
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3) Se hace una codificacion de todas las féormulas bien formadas a través de nimeros naturales.
De esta manera, a cada féormula F le corresponde un unico niimero natural #, y el codigo de F
se determinara por [F]. Es asi que Gutiérrez presenta lo que se conoce como numeracion de
Godel haciendo uso de los nimeros primos, como se muestra a continuacion:

Primero que todo, se codifican cada uno de los simbolos que se usan en el lenguaje del
sistema, a través de nimeros impares, de manera que a cada simbolo le corresponde un unico
natural.

“17...1 “=7...5

“+7...3 “x7...7

Ahora bien, al escribir una formula bien formada como por ejemplo x =1+1, inicialmente a
esta formula le corresponde la sucesion de nimeros (7, 3, 1, 3, 1) de acuerdo a los valores
establecidos anteriormente para esos simbolos. Luego, en la sucesion de los nimeros primos y
para este caso, se toman como potencias de los primeros cinco niimeros primos, precisamente
a cada uno de los numeros impares que corresponden a su respectivo simbolo.

“x=1+17...273%5'7°11' = 586776960

De esta forma, y tomando provecho de la descomposicion en nimeros primos, se garantiza
que a cada formula le corresponda un tnico nimero natural 7.

4) Se hace una aclaracion respecto a las formulas con una variable libre, de manera que se
establece que ellas en si, codifican conjuntos de nimeros y todas estas formulas se ordenan en
una lista:

Fl(X), FQ(X), F3(X), .

Asi, por ejemplo la formula F,(x) representara el conjunto de todos los nimeros » para los
cuales F(n) es deducible en el sistema N.

5) Se demuestra que todos los conceptos meta-matematicos que se necesitan, como “féormula”,
“ser deducible en N”, “sustitucion de variable”, etc., se pueden codificar en el sistema formal
N.

6) En particular, se demuestra que existe una formula, que es denominada Dem(x), en el lenguaje
de N, que codifica el conjunto de todas las oraciones que son deducibles en N. De esta manera
Dem(x) tiene la propiedad de que si F es una oracion en N, entonces la oracion Dem([F]) es
deducible en N si y solo si F es deducible en N.

7) En seguida se define un conjunto de nimeros, que se denota con la letra K, a través de la
siguiente formula:

ne K < —Dem([F.(n)])

Y en este punto Gutiérrez hace la aclaracion de que de acuerdo a la definicion de Dem dada en
el paso 6), es posible concluir que n € K siy sdlo si la oracion F,(n) no es deducible en N.

8) Se menciona que el conjunto K es formalizable en N, ademas de que hay una férmula de la
lista en 4) que codifica al conjunto K. Se supone que es la g-ésima de la lista. Luego, se tiene
que n € K siy solo si Fy(n) es deducible en N.

9) Finalmente, se considera el caso de la formula F,(g). Si se supone que F,(g) es deducible en N,
entonces por 7), g & K . Pero ello significa por 8) que F,(¢g) no es deducible en N. Ahora bien,
si se supone que F,(¢) no es deducible en N, entonces por 7), g € K . Pero esto significa por
8) que F,(q) es deducible en N.
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Es decir, es imposible que F,(q) sea deducible en N. También es imposible que la negacion de
F,(g) sea deducible en N, pues suponerlo implica que F,(¢) no es deducible, debido a la
consistencia de N, y esto lleva a otra contradiccion.

Después de este esbozo general de la idea de la demostracion, Gutiérrez plantea nuevamente el
teorema de Incompletitud de Godel, en términos de la féormula F,(g): “La oracion F,(q) es
indecidible en N, es decir en N no se puede deducir F,(g) ni su negacion”.

b. UNA DEMOSTRACION NO MUY RIGUROSA.

En seguida, se presenta una demostracion bastante informal pero que permite evidenciar de una
manera muy clara y explicita el ingenio de Gddel para demostrar su teorema. Esta demostracion es
presentada por Alfredo Careaga en la serie Hipercuadernos de Divulgacion Cientifica, y esta basada
en el libro de Rudy Rucker: Infinity and The Mind.

La demostracion se da a manera de relato y consiste en suponer que existe una computadora
llamada la Maquina de la Verdad Universal (MVU), la cual puede responder con la verdad,
cualquier pregunta hecha por cualquier ser humano. Es asi que un dia, un joven llamado Kurt Godel
escribe la siguiente frase, a la cual llama G:

G =La MVU no dira que esta frase es cierta

Luego Godel le pregunta a la MVU si la frase G es verdadera o es falsa, y entonces la maquina hace
un extenso andlisis y no contesta la pregunta. Seguidamente, el joven Godel encuentra una verdad
que la MVU no puede afirmar, puesto que la frase G es cierta, pero la computadora es incapaz de
decidir su verdad o falsedad, y por ende la MVU no es una maquina verdaderamente universal.

Godel fue capaz de encontrar para cualquier sistema axiomatico finito una ecuaciéon polindmica compleja
cuya solucion existe si y s6lo si G es verdad. Es decir, que G no es una frase vaga y mal definida que se
basa en juegos de palabras. Al contrario, G es un problema matematico especifico cuya solucién
conocemos, pero que el sistema axiomatico en cuestion es incapaz de decidir si es cierta o falsa. La
consecuencia demoledora del teorema de Gddel es que dicho sistema axiomatico finito, cualquiera que
este sea, no puede representar una teoria completa y definitiva de las matematicas. (Careaga, 2002, p. 19).

Por ultimo, las demostraciones presentadas aqui se dieron con el animo de tener un panorama
general respecto al Teorema de Incompletitud de Gédel. No obstante, debido a la complejidad del
mismo, no resulta practico presentar la demostracion completa con todo el rigor matematico
requerido. Simplemente, se quiso resaltar grosso modo la idea de la demostracion y algunas de las
consecuencias de este, de manera que se pueda difundir més esta tematica entre los licenciados en
Matematicas y otorgar asi nuevas perspectivas para afrontar los desafios que se tienen en la
formacion matematica.
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La ruta hacia una vision estructural abstracta
en las matematicas y los aportes de Dedekind
a la nocion estructura algebraica

Vicente Erdulfo Ortega Patino

Universidad de Narifio

Resumen. En siglo XIX la historia del algebra demostré que el camino hacia la concepcion de
generalizaciones iba mas alla de lo abstracto, esto estuvo determinado por el desarrollo de
programas concretos, como la resolucion de ecuaciones, el desarrollo de una teoria de los nimeros
algebraicos, asi como, a partir de un nuevo punto de vista relacionado con la busqueda de
propiedades invariantes bajo transformaciones proyectivas, el haber llegado a plantear el célebre
Programa de Erlangen de 1872. Asi se aclaré que el surgimiento de nocion de estructura requeria
tomar conciencia progresiva de fendomenos de isomorfismos, lo cual, junto con los estudios de
Cantor y Dedekind, sobre la teoria de conjuntos, permitiria pensar las matematicas en forma
unificada, superando la concepcion de la division artificial de las mismas. Este trabajo presenta la
estructura algebraica como resultado y nuevo objeto de la matematica moderna fundada en la
concepcion de Dedekind.

Palabras clave: abstraccion, estructura algebraica

1. Introduccion

La matematica clasica, en los comienzos del siglo XIX, se encontraba dividida en partes
caracterizadas por la naturaleza de los respectivos objetos estudiados como el caso de los nimeros
enteros en la aritmética, las ecuaciones en el algebra, el espacio y las figuras en la geometria y las
funciones en el analisis y al acercarse al enfoque estructural de la matematica moderna, también el
llamado criterio de autoevidencia, heredado del control ontoloégico permanente sobre los objetos,
propio de la concepcidn euclidiana, involucrado en el enlace entre intuicion y rigor, entrd en crisis
por cuanto, poco a poco, los matematicos llegaron a la conviccion de que, en esta disciplina, no
tenia importancia la consideracion de la naturaleza de los objetos, sino las relaciones entre objetos
indefinidos y las reglas que rigen las operaciones entre ellos. Este proceso de cambio de
concepcion, denominado desontologizacion, posibilitaria el paso hacia las estructuras como nuevos
objetos de la matemdtica moderna. Pero para desprenderse de dicha concepcion tradicional y poder
pensar en forma unificada habria que esperar hasta los tiempos y los aportes de Cantor y Dedekind.

2. La corriente abstractiva y los aportes de la escuela britanica

Los aportes de la escuela britanica al desarrollo de las matematicas, desde la iniciacion del siglo
XIX, fueron el resultado de los esfuerzos por dar respuesta a los problemas que planteaban las
matematicas en aquella época y por superar la paralisis que habia sufrido el trabajo de los
matematicos ingleses durante el siglo XVIII. Hacia 1800 la situacidon en la que se encontraban las
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Los aportes de la escuela britanica al desarrollo de las matematicas, desde la iniciacion del siglo
XIX, fueron el resultado de los esfuerzos por dar respuesta a los problemas que planteaban las
matematicas en aquella época y por superar la paralisis que habia sufrido el trabajo de los
matematicos ingleses durante el siglo XVIII. Hacia 1800 la situacidon en la que se encontraban las
matematicas era motivo de muchas expresiones de insatisfaccion. Este estado de cosas se ponia de
manifiesto en el uso libre de varios tipos de nimeros reales y ain de nimeros complejos, sin la
definicion precisa de los mismos y sin la justificacion de las operaciones respectivas. Pero las
mayores inquietudes provenian del hecho de que las letras se manipulaban como si tuvieran las
propiedades de los nlimeros enteros, pese a lo cual tenian validez los resultados de tales operaciones
cuando las letras eran sustituidas por niimeros cualesquiera.

La ausencia del desarrollo de la logica de los diversos tipos de nimeros, no permitia entender que
estos tenian las mismas propiedades formales de los enteros positivos y de la misma manera, que
expresiones literales que simplemente se mantenian para cualquier clase de niimeros reales o
complejos debian poseer las mismas propiedades. En otras palabras, esto significaba que el algebra
ordinaria era unicamente aritmética generalizada. La situacion se presentaba como si el algebra de
expresiones literales poseyera una logica en si misma, la cual garantizaba su efectividad y
correccion. Estaba planteado entonces el problema de justificar las operaciones con expresiones
literales o simbolicas.

Durante el siglo XIX, el algebra se enriqueci6 con la creacion de nuevos objetos como los vectores,
los cuaterniones, las matrices, las formas cuadraticas binarias, los niimeros hipercomplejos, las
transformaciones, las sustituciones y las permutaciones. Al romperse los canones clasicos del
algebra, con criterio cada vez mas abstracto, estos entes matematicos se combinarian mediante
operaciones y como resultado de la difusion del enfoque simboélico y de un proceso también de
aritmetizacion, como en el caso de los numeros complejos, por ejemplo, el concepto de operacion
experimentaria después una ampliacion, dando lugar al concepto basico de “ley de composicion™,
que paso a ser el foco de investigacion en algebra y se aislaron las propiedades fundamentales como

conmutativa, distributiva y asociativa, que la caracterizarian.

Guiados por el pensamiento de Leibniz, la mayoria de los matematicos britanicos, desarrollaron su
trabajo haciendo especial énfasis en el problema del simbolismo formal operatorio. Ellos lograron
darse cuenta de que la eleccién adecuada de un simbolismo hacia posible el desarrollo de la
matematica, en tanto que la ausencia del mismo seria motivo de su estancamiento. En consecuencia,
la busqueda de simbolismos idoneos, el manejo formal de los mismos y su ampliacion a campos de
objetos cualesquiera son las caracteristicas y las tematicas propias de esa época.

A partir de 1830 se inicio, en Gran Bretafia, un movimiento orientado a reformar la ensefianza y
modificar las notaciones introducidas por Newton, las cuales eran consideradas anticuadas. La
reforma del algebra emprendida por los miembros de la Analytical Society de Cambridge como
Peacock, Herschel, Babbage, De Morgan, Hamilton y Boole, entre otros, tenia como proposito
tratar de justificar las operaciones algebraicas que habia que realizar en expresiones simbdlicas o
literales, ya que se carecia de explicaciones convincentes acerca de la logica, el sentido y los
referentes de dichas operaciones. Asi entonces, los matematicos ingleses iniciaron la reforma
encaminada a dilucidar y desarrollar una cierta ldgica que pudiera garantizar la validez de las
operaciones algebraicas estableciendo el llamado “principio fundamental de la permanencia de las
leyes formales”, segin el cual “expresiones iguales indicadas en los términos generales de la
aritmética universal han de seguir siendo iguales si las letras dejan de designar «cantidades»
simples, y por tanto también si se altera la interpretacion de las operaciones”.

La nocioén de ley de composicion resultaria ser fundamental para desarrollar las principales estructuras algebraicas que
surgirian posteriormente como grupo, subgrupo, subgrupo invariante, anillo, cuerpo, ideal, entre otras.

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica Septiembre 8,9y 10 de 2011 Bogota, Colombia 57



de la matematica continental. Todo lo cual llevaria a desarrollar la tendencia a la abstraccion como
una caracteristica del trabajo de los matematicos ingleses de esa época.

Segun Ferreiros, parte de las dificultades que acompafiaron en sus inicios al algebra simbolica se
originaron en el hecho de que la exposicion de Peacock resaltaba demasiado la via ascendente que
mediante la generalizacion puramente formal pasaba del algebra aritmética al algebra simbolica y
por el contrario, tenia en cuenta demasiado poco otra via descendente, que a partir de los principios
del algebra simbolica debia llevar a interpretaciones efectivas. Agrega que, a raiz de todas las
criticas recibidas, tanto Peacock como De Morgan, enfatizaron con mas claridad la importancia de
la nocién de interpretacion.

Como es conocido, Cayley, Hankel, Dedekind, Pasch y Schrdder, entre otros, tomaron muy en
cuenta la leccion de Peacock, y, observa Ferreirds que, a pesar de esto, es en este punto donde
también se encuentra la respuesta al interrogante de por qué el algebra simbolica britanica no fue un
algebra estructural, puesto que ella no propuso programa de investigacion caracteristico alguno. Sin
embargo, los britanicos participaron en la busqueda de sistemas de nimeros hipercomplejos y en el
desarrollo del calculo de operaciones, temas estos estudiados también en el continente. Hace
referencia también a que la historia del algebra en el siglo XIX demuestra que el camino hacia el
enfoque moderno “estructural” mas que por lo meramente “abstracto”, estuvo determinado por el
desarrollo de ciertos programas de contenido bien concreto, como por ejemplo, el problema clasico
de la resolucion de ecuaciones, que contd con los aportes de Lagrange, Cauchy, Abel y Galois
principalmente. Pero el mas novedoso fue el encaminado a desarrollar una teoria de los niimeros
algebraicos con los trabajos de Gauss, Kummer, Kronecker y Dedekind.

De esta manera se pone en claro que para que surgiera la nocion de estructura se requeria de la toma
de conciencia progresiva de profundos fenomenos de isomorfismos, es decir, de formas de
comportamiento operacional similares, entre teorias muy diversas.

Teniendo en cuenta estas condiciones, Ferreirds puntualiza que en el algebra simbodlica no se
encuentra ni esa toma de conciencia, ni lineas de investigacion que pudieran conducir a ella; lo cual
lo considera natural por lo temprano de la época por un lado y por otro, por el estado relativamente
elemental en el que se hallaba la matemadtica britanica frente a la del continente europeo. Asi
entonces, era obvio que los matematicos de la siguiente generacion como Cayley y Sylvester se
dedicaran a trabajar en los problemas que se estudiaban en el continente.

Por otra parte, al estudiar la manera como se entendia la loégica del algebra ordinaria en la primera
mitad del siglo XIX se hizo posible valorar la originalidad de la creacion algebraica de Hamilton, la
cual, ademas de marcar una ruptura con viejas concepciones acerca del comportamiento de los
numeros, abria nuevas rutas de indagacion sobre el tema, por ejemplo, plantear la posibilidad de
construir otras clases de algebras, como es el caso del algebra de los niimeros complejos
fundamentada en los numeros reales.

3. Las fuentes del cambio de perspectiva y el proceso de desontologizacion

Fueron numerosas las fuentes del cambio de la época clasica a la época moderna. En primer lugar,
al analizar el problema de la resolucion de ecuaciones por radicales, Lagrange plante6 por primera
vez la pregunta de por qué funcionaban las formulas para los casos de segundo, tercero y cuarto
grados y que se escondia tras ello. Busco entonces las razones del éxito alcanzado para dichos casos
y las del fracaso en los de grados superiores. Encontré que el triunfo de los métodos de Del Ferro,
Tartaglia, Cardano y Ferrari para resolver ecuaciones de tercero y cuarto grados residia en la
existencia de ciertas funciones no simétricas de las raices, las cuales poseian determinadas
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propiedades de Invariancia por permutaciones y que el problema de resolver ecuaciones de quinto
grado o mayor aun, esta relacionado con ciertas expresiones que, de algin modo, son Invariantes
con respecto a las permutaciones de las raices.

Abel, en 1824, resolvio el problema al demostrar que no habia formulas que permitieran obtener las
raices de ecuaciones de quinto grado o mayor. Con esta conclusion se inauguraba una nueva era en
la evolucion del algebra, esto es, los comienzos de la teoria de grupos y por consiguiente el estudio
de las estructuras. Iniciando el siglo XIX, Galois estudié ciertas “agrupaciones” o “grupos” de
permutaciones y las propiedades de determinados “subgrupos” que permanecian invariantes bajo
ciertas transformaciones, con lo cual pudo probar que era imposible resolver, por medio de
radicales, las ecuaciones de grado mayor que cuatro. El estudio de esos grupos de permutaciones de
numeros o simbolos se llevd a cabo durante todo el siglo XIX, pero sélo al final de 1882, en los
trabajos de van Dyck, Netto, y Weber, se alcanzd a formular en abstracto la estructura de esos
grupos, y a proponer los axiomas minimos que deberian cumplir esos sistemas de transformaciones.

Cauchy, para poder generalizar los resultados logrados por Ruffini y Abel, presentd la nocion de
permutacion con un enfoque totalmente nuevo. Eligio un conjunto finito de objetos designados por
letras, en un cierto orden, en una linea e hizo corresponder el objeto de una segunda linea, que
tuviera el mismo rango, mediante una ley que la llamo sustitucion.

En el siglo XIX se fijaron de manera definitiva los conceptos fundamentales y los objetivos
principales del algebra abstracta que trataba de las colecciones de objetos de naturaleza a veces muy
diferente a la de los niimeros reales o complejos. Durante este siglo el algebra se enriquecié con
creaciones tales como los vectores, los cuaterniones, las matrices, las formas cuadraticas binarias,
los hipernumeros de diferentes clases, las transformaciones y las sustituciones o permutaciones.
Tales objetos se combinaron mediante operaciones y leyes de composicion para desarrollar los
conceptos algebraicos de base. Las investigaciones sobre los numeros algebraicos pusieron de
presente diferentes variedades de algebras, que se distinguian por las propiedades de las operaciones
definidas en ellas. A partir de los notables trabajos de Galois se pudo establecer de manera
definitiva la solucioén de las ecuaciones polindomicas en términos de operaciones algebraicas. Pero
las ideas de Galois, antes de fructificar, debieron esperar otros resultados.

La obra de Peacock tuvo el mérito de preparar el camino para desarrollos mas abstractos del algebra
y junto con Gregory y De Morgan intentaron hacer del algebra una ciencia independiente de las
propiedades de los nimeros reales y complejos. Otra fuente del cambio en la matematica comienza
con el advenimiento de las geometrias no euclidianas, hacia la tercera década del siglo XIX.

Su importancia radica en su valor intrinseco y en su vinculacion con el método axiomatico. Las
caracteristicas de la geometria euclidiana en relacion con el método axiomatico estdn plasmadas en
los Elementos de Euclides, en los cuales, los postulados de la geometria eran considerados como
verdades autoevidentes acerca del espacio fisico y por mas de veinte siglos constituidos en el
modelo ideal de explicacion racional de la realidad. El problema de la autoevidencia esta
directamente relacionado con la concepcion ontologica de que el razonamiento matematico estaria
siempre antecedido por la realidad del objeto del que se ocupa.

Las geometrias no euclidianas ejercieron una importante influencia y repercusion sobre las ideas
que habian de conducir a la matematica de hoy, por cuanto tuvieron el mérito de socavar los
fundamentos de la geometria euclidiana y de facilitar una nueva concepcion de la geometria, en la
que se elimina toda referencia intuitiva al espacio fisico, quedando subsistente so6lo la abstraccion y
el reconocimiento de la libre creacion de los sistemas matematicos.

Utilizando el concepto de grupo de transformaciones, Klein elabord una extraordinaria sintesis de
estos conceptos importantes que tienen como principio unificador la idea de que una geometria es el

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica Septiembre 8, 9y 10 de 2011 Bogota, Colombia 59



estudio de las propiedades de un conjunto que permanecen invariantes cuando los elementos de
dicho conjunto se someten a las transformaciones de un cierto grupo de las mismas, estableciéndose
una jerarquia entre todas aquellas geometrias. Surgi6 entonces el Programa de Erlangen de 1872.

En los Fundamentos de la geometria, Hilbert se propuso formalizar rigurosamente la geometria
euclidiana y con tal fin consideré que era necesario no tener en cuenta la naturaleza de los objetos
geométricos basicos como los puntos, rectas y planos, sino Gnicamente las relaciones entre ellos.
Esta tendencia hacia la desontologizacion, la ilustraba diciendo que podian sustituirse las palabras
punto, recta y plano, por mesa, silla, vaso de cerveza o por cualesquiera otras, sin que esto alterara
en lo mas minimo la geometria resultante; lo que equivale a subrayar el caracter arbitrario del
nombre de los objetos, que se convierten en entes abstractos definidos implicitamente por los
axiomas.

En consecuencia, en adelante se tendrian que aceptar postulados no autoevidentes y al mismo
tiempo se ponia de presente un abandono inconsciente del control ontolégico del objeto matemdtico
y en cambio se tenia en cuenta unicamente la estructura légica del sistema geométrico en su
conjunto. El comprender la necesidad de la desontologizacion de los objetos matematicos se
considera uno de los resultados mas importantes y productivos en el desarrollo de la axiomatica y
de la matematica moderna, cuya idea clave expresa que lo que cuentan son las relaciones mutuas
entre objetos indefinidos. Esto constituye la tematizacion de la estructura como objeto de estudio.
Posteriormente la obra de Hilbert cambiara el panorama de modo sustancial.

4. Los aportes de Dedekind a la formacion de la nocion de estructura algebraica

Un factor importante para el surgimiento de las estructuras matematicas fue el lenguaje conjuntista
que en principio aparecié como lenguaje conjuntista ingenuo, por cuanto Dedekind

no considerd la necesidad de presentarlo en forma de axiomas. Como precursor de los enfoques
estructurales de la matematica moderna, en el curso de sus investigaciones se convencio del papel
basico de los conjuntos en las matematicas y en su correspondencia con Cantor tomo parte en
algunos capitulos del nacimiento de la teoria de conjuntos.

En su libro ;Qué son y para qué sirven los niimeros? proponia las bases de toda una concepcion de
la matematica pura, capaz de abarcar la aritmética, el algebra y el analisis, utilizando tnicamente las
nociones de aplicacidon y de conjunto. Sobre la base de la nocion de ideal fundé la teoria de nameros
algebraicos. Asi mismo contribuyé a clarificar, de manera esencial, las nociones de grupo, anillo,
ideal, campo, modulo, es decir, los conjuntos dotados de una estructura.

También formaron parte de su trabajo matematico, los fundamentos de las matematicas, los
numeros reales, la teoria de Galois, la teoria de las funciones algebraicas, la topologia de conjuntos
y los principios del analisis, entre otros temas. Trabajo de manera sistematica e independiente sobre
los prerrequisitos de la teoria de grupos para la teoria de Galois. Asi pudo reconocer que la teoria
tenia relacion con extensiones de cuerpos y presentd por primera vez el tema que en el lenguaje
moderno hace referencia a las relaciones entre los subcuerpos del cuerpo de descomposicion y los
subgrupos del grupo de Galois de un polinomio, adelantdndose, unos treinta afios, en una vision
abstracta de los grupos.

Asi mismo llegd a realizar también una prueba del teorema de homomorfismo. Pero en particular,
su trabajo sobre la teoria de ideales es de tal importancia que es considerado su obra maestra. Una
caracteristica relevante de su exposicion tiene que ver con su propuesta metodologica en la cual la
teoria de conjuntos desempefia un papel esencial. En efecto, el problema de la factorizacion de
ideales se separa del enfoque basado unicamente en términos de numeros, y hace su propuesta en
términos de conjuntos, coherente con su enfoque conjuntista de toda la matematica.
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Los cuerpos de numeros algebraicos en los que existe una sola descomposicion de los enteros
algebraicos en numeros primos, son una excepcion. Para restituir el teorema fundamental de la
aritmética a los enteros de todos los cuerpos de numeros algebraicos, Dedekind reviso la
divisibilidad de los enteros racionales. Este fue el paso critico que condujo a la invencion de los
ideales.

Un ideal es un conjunto de enteros cerrado para las operaciones de suma y diferencia y también
para el producto de sus elementos por enteros del cuerpo correspondiente. Dedekind resuelve el
problema basico de la factorizacion de enteros algebraicos definiendo las nociones de producto de
ideales e ideal primo, y demostrando que, dado un cuerpo cualquiera de nimeros algebraicos, todo
ideal admite una unica descomposicion como producto de ideales primos. De esta manera, la
descomposicion de un numero entero algebraico en producto de enteros algebraicos, se reduce a la
descomposicion de un ideal en producto de ideales siendo valido el teorema fundamental de la
aritmética. Es decir, se reemplazan los enteros del cuerpo por sus correspondientes ideales
principales.

En términos generales, la clave del problema estaba en reemplazar la relacion de divisibilidad
aritmética por la relacion de pertenencia a una clase. Asi la invencion de los ideales constituyd un
ejemplo de la tendencia moderna y de la metodologia de la generalizacion por ampliacion para
regularizar las excepciones. Una caracteristica del pensamiento de Dedekind acerca del nimero era:
resolver en términos infinitos un problema estrictamente finito. El problema de los enteros
algebraicos de la descomposicion unica, Dedekind lo resolvid por medio de clases infinitas
particulares de los enteros algebraicos llamados ideales. Esto recuerda el caso de las cortaduras.

Todas las tentativas sucesivas y el empefio para ampliar el concepto de numero, desde la
perspectiva de las matemdticas como un todo y con la metodologia de la generalizacion y de la
abstraccion deliberadas, a la manera de Cantor, dio como resultado culminante la estructura como
nuevo objeto de la matematica moderna fundada en la concepcion de Dedekind.
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Analisis multiresolucion e
interpretacion de Wavelets

Samuel Barreto M.
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

El analisis multiresolucion resalta las propiedades importantes de los splines y los
algoritmos wavelets para la descomposicion y reconstruccion de funciones. El objetivo
aqui es el de construir un sistema wavelet, el cual es un conjunto ortonormal completo en

L*(0) que consiste en un conjunto determinado de traslaciones y dilataciones de una sola
funcién . En este sentido, la construccion del sistema wavelet se reduce a la construccion
de un analisis multiresolucion.

Definicion 1. Para ¢, w e I’(U) y j,k €[], se definen Pii> Wik e [’(J), mediante

z . J _
0, (0)=220p2'x-k) 'y w,,(x)=22w(Q2 x~k)

J
El factor 2 en la definicién de ¢,, y w,, permite que la [’ —norma sea la misma (o

invariante) para todo j,k :
J ) ) .
vl = [ 12w @ 5=k F de=[ 2/ |y@ x=k)F de=] [y dy =]y

donde y=2'x—k, dx= ;l—J; . De manera analoga H(pj’k H = ||(p|| .

La escritura de v, ,(x) = 2%/(2’ (x—27"k)) muestra que la definicion de w 4« involucra
normalizacion, dilatacion y traslacion.

La grafica de w(2/x—k)=w(2/(x—2"k)) se obtiene trasladando la grafica de (2'x)
27k unidades a lo largo del eje x(a la derecha si k>0, a la izquierda si k<0). Si
w tiene soporte compacto en el intervalo [-r,7], entonces w(2’x—k) tiene soporte

J A ,
compacto en [-27r+27k, 27/ r+27k] y la grifica de w,, (x)=22p(2/(x-27k)) se

A
obtiene de w(2/x—k) multiplicada por 22 , la cual dilata la grafica en la direccion
vertical por este factor. De manera andloga se obtienen resultados para ¢, , .
En términos generales, las funciones ¢ y w que se considerardn se centran cerca de Oy

concentradas en una escala comparable a 1(lo que significa que la mayoria de la masa de la
funcién se encuentra dentro de un intervalo en torno al origen de longitud », donde n es
un entero positivo razonablemente pequefio). En resumen ¢, y w,, se centran cerca al

punto 27/k en una escala comparable a 27/
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Definiciéon 2. Un sistema wavelet para L*(0) es un conjunto ortonormal completo en

(1) de la forma {Wf»k}j,kej para v € L*(0)). Las funciones y .« son llamadas wavelets.

La funcion v es llamada la wavelet madre.
Sin entrar a considerar la existencia del sistema wavelet, nuestro objetivo es construir uno.
Si {1// ; k} .. esun sistema wavelet, entonces toda f € L*((] ) puede ser escrita en la forma

f = Zz<f9l//j,k>l//j,k

Jjell kell

denominada identidad wavelet y el mapeo que asocia f con la secuencia de coeficientes
{< [y, k>} se denomina transformada wavelet discreta. Lo anterior se sustenta en el
> kel

siguiente teorema del analisis funcional:
Teorema 1. ST H es un espacio de Hilbert y {aj}.

esun conjunto ortonormal en H .
J€E

Entonces {aj} _ es un conjunto ortonormal completo si solo si
J€E

f:z<f,aj>aj para todo feH

je
La identidad wavelet se interpreta asi: como y/;  esta centrada cerca al punto 277k vy tiene
una escala de alrededor 27/, el coeficiente de la transformada wavelet < fv j,k> es la
magnitud(o porcién) del término w,, en la expansion. En otras palabras, el producto
interno < fv j,k>, en esencia, describe una operaciéon de comparacion de la “similitud”

entre la funcion fy la funcion y;  , es decir, el grado de cercania entre las dos funciones.

Cuanto mas similares son, mayor es el valor del producto interno. En resumen, la identidad
wavelet expresa la descomposicion de fen sus componentes a diferentes escalas 277,

centradas en diferentes posiciones 27k , para j,k el] .
Definicion 3: Un analisis multiresolucion (6 MRA) con funcion de escalado ¢ es una

secuencia de subespacios {VJ} . de I*(J) con las siguientes propiedades:
Jj€

1. (Monotonicidad) La secuencia es creciente, es decir, V, cV,,, para todo jell.

ii.  (Existencia de la funcion escalado) Existe una funciéon ¢ €V tal que el conjunto

{gooﬂ ‘ }keE es ortonormal y

" ={ZZ(k)¢o,k [ z=(2(k))e €I’ )}

kell

iii.  (Propiedad de Dilatacién) Para cada j, f(x)eV, sisolosi f(2'x)eV,

iv.  (Propiedad de interseccion trivial) (1, V,= {O}

<

(Propiedad de Densidad) U, V, .

Jjel

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica Septiembre 8, 9y 10 de 2011 Bogota, Colombia 63



Claramente{\/zgo(Zx—k)} es una base ortonormal de ¥, ya que el mapeo f V2 f(2) es

una isometria de ¥V, a V,. Como ¢ €V, este debe tener una expansion, la ecuacion de

P(x)= > u(k)g,, (x)= > u(tW2 p2x=k) , u=(u(k)),. e*().

kell kel

Noétese que u(k) = <go, O > ya que {¢1vk}keD es un sistema ortonormal completo para V;. La

condicion de dilatacion (iii) establece que ¥, = {Z 2(k)p,, / z=(z(k)),.. el*(U )}

kel
Ejemplos de analisis multiresolucion conocidos: Haar con funcion de escalado
@(x) = x50, (x) y donde V| se compone de funciones constantes a trozos, el que conduce a

los wavelets de Franklin donde ¢(x)es la funcion “hat” y donde V, se compone de
funciones lineales a trozo continuas con salto en los enteros.

CONSTRUCCION DE SISTEMAS WAVELETS.

La siguiente observacion es crucial en la construccion de sistemas wavelets en L’ ([ ).

Teorema 2. Si {V/} _ esun analisis multiresolucion con funcion de escalado ¢ 'y
i je
secuencia escalada u . Entonces {R2ku} 1o, €8 un conjunto ortonormal completo en | ().
Lo anterior establece que a una funcion de escalado ¢ para un MRA, le corresponde una
secuencia escalada u € /*([) con la propiedad de que las traslaciones enteras pares de u
son ortonormal en /*([]). Asi que el problema se mapea al dominio discreto desde L*((])

a I*(0) donde se resuelve para luego mapear de nuevo hacia L*([] )y obtener las
wavelets para [1 . El siguiente esquema muestra la ruta a seguir

ra) I’({d)

P= e WPy
MRA: ¢ > u:{Ryu}  esortonormal en I*(1)

\L v(k)=(1)"u(l-k)

V=2 ke VOP 4
o< vi{Ryu},_ U{R,v| _ esun

conjunto ortonormal completo en I° (1))

En la misma forma que se corresponden ¢ —u y w — v, la division ortogonal de L*((] )
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se corresponde con/*(0 ). El procedimiento del teorema de Mallat para obtener un sistema

wavelet a partir de un MRA es explicito y constructivo. Se pueden obtener ejemplos de
sistemas wavelets si es posible construir MRA(s)

Teorema 3(Mallat).
Supongase que {V}

J Jjel

secuencia  escalada

es un analisis multiresolucion (MRA) con funcion de escalado ¢ y

u= k), € I'0).

Definiendo mediante

v=((k))e

vik)=(D""ul-k) kel y  wx)=Y vk, (x)=D> (kN2 p(2x—k). Entonces

{1// , k} es un sistema wavelet.
IR kel

escaladodau4

351 ‘

kell

X

10°

kell

waveletdau4

-3 Escaladodau12

)
T

I I I I I I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

FIGURA 1. Graficas del sistema wavelet de Daubechies: D4, D12, de soporte compacto.
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CONCLUSIONES.

1. El andlisis multiresolucion esencialmente es una estructura en la que funciones
feLl () pueden tratarse como un limite de aproximaciones sucesivas

f=IlmP f donde las diferentes proyecciones P, f ,mell corresponden a

versiones suavizadas de f del orden de 2". El resultado es igualmente valido para
el caso general donde feL*(07).

2. En aplicaciones, el MRA es una estructura matematica efectiva para la
descomposicidon jerarquica de una sefial o de una imagen en diferentes
componentes de escala representada mediante una secuencia espacios de funciones
sobre [] .

3. La ecuacién de refinamiento o de dilatacion es central en la teoria wavelet y en el
limite da lugar al algoritmo de cascada. Esto es, en la iteracion del filtro pasabajo
(con escalado).

4. El teorema de Mallat permiti6 el desarrollo de un algoritmo numérico efectivo para
la descomposicion y reconstruccion wavelet de una imagen o funciéon usando el
analisis multiresolucion.
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Resumen. Estudiamos desde del punto de vista matematico como la estructura de una red de
interaccion permite a un grupo de agentes coordinar sus decisiones. Nuestras herramientas son la
teoria de juegos, las redes complejas y los sistemas dinamicos. La teoria de juegos modela como
agentes racionales eligen entre diferentes estrategias al interactuar. Investigadores contemporaneos
(Nowak M. A. & May R. M., 1992) afiadieron las dimensiones espacial y dinamica a la teoria de
juegos, al introducir el dilema del prisionero espacial. En este dilema cada agente se sitia en un
vértice de un reticulo e interactia con sus vecinos inmediatos. En este trabajo, nosotros estudiamos
el juego de la coordinacion, y substituimos el reticulo por una red aleatoria. Relacionamos la
dindmica del juego, y la existencia de nuevos equilibrios, con la estructura de la red.

Palabras clave: Juegos no cooperativos, sistemas dindmicos, grafos, redes complejas.

1. INTRODUCCION

En este trabajo abordamos la siguiente pregunta: ;como influye la estructura matematica de una red
de interaccion en la toma de decisiones colectivas y en la capacidad de coordinacion? Nuestra
hipotesis es que la dindmica de las decisiones colectivas es un fenomeno emergente. Es decir, esta
complejidad no estd constituida unicamente por la suma de decisiones individuales, sino que la
complejidad de la red de interaccion provoca fendomenos nuevos en la dinamica. Este trabajo
incluye resultados recientemente obtenidos y presentados en una tesis de maestria en la Universidad
Sergio Arboleda (Borda Pinzén, Y. M., 2011).

2. TEORIA DE JUEGOS NO COOPERATIVOS

La teoria de juegos nace con el trabajo del matematico hungaro John von Neumann y Oskar
Morgenstern (von Neumann, J. & Morgensten O., 1944) . La pregunta original es si en un juego con
reglas matematicamente establecidas existe una “mejor estrategia” o “estrategia racional” que lleve
al jugador a maximizar su beneficio independientemente de las elecciones de los otros jugadores.
Posteriormente aparecen las nociones de equilibrio de Nash y de estrategia evolutivamente estable
(Maynard, J., 1982). En el contexto desarrollado por Maynard, la teoria de juegos evolutiva, los
jugadores adaptan sus estrategias de acuerdo a los resultados obtenidos.

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica Septiembre 8, 9y 10 de 2011 Bogota, Colombia 67



Definicion 1: un juego no cooperativo J = (4, S, M) esta constituido por:

1. Un conjunto finito A={1,2, ...} de jugadores, que simbolizan agentes que interactian.

2. Un conjunto finito S={a,b,c, ...} de estrategias puras que los jugadores pueden escoger.

3. Un tensor de pagos M(j) para cada jugador j en J, que nos dice cual es el beneficio
obtenido por el jugador j al elegir una determinada estrategia, teniendo en cuenta las
estrategias elegidas por los otros jugadores.

Cuando en el juego participan dos jugadores, el tensor M puede describirse de la siguiente manera:
a cada jugador le corresponde una matriz de pagos nxn (donde n es el nimero total de estrategias)
cuyo elemento (i,j) es el beneficio del jugador al elegir la estrategia i, si su oponente elige la
estrategia j. Cuando la matriz de pagos es la misma para ambos jugadores decimos que el juego es
simétrico. Veamos esto con un ejemplo, el clasico dilema del prisionero (Schelling, 1960;
Poundstone, 2002):

Tabla 1: Dilema del prisionero

Jugador 1\ Jugador 2 | Coopera Delata
Coopera 5,5 -5, 10
Delata 10, -5 -2,-2

En el dilema del prisionero los jugadores representan a dos ladrones que estan siendo interrogados
por la policia. Los ladrones disponen de un botin oculto que tiene una utilidad de 10 y pueden
repartirse. La pena si son delatados tiene una utilidad de -5 (por ejemplo, 5 afios de carcel). La
policia ofrece a los prisioneros una descarga en su pena de 3 afios si delatan a su compafiero. De
esta manera, si los ladrones cooperan entre ellos y no se delatan, ambos quedaran libres y podran
repartirse el botin (utilidad de 5 para cada uno). Si ambos se delatan entre si seran castigados con
dos afios de carcel (utilidad de -2). En el caso de que uno de ellos decidiera cooperar, pero fuera
delatado por el otro, cumpliria una pena de 5 afios y el botin quedaria integramente en manos del
otro.

(Cual es la solucion racional de este juego? Aparentemente, ambos deberian cooperar, sin embargo
J. F. Nash introdujo una nocién de equilibrio (von Neumann J. & Morgensten O., 1944; Nash J. F.
1951) que explica que ambos jugadores tienen un incentivo racional para delatarse. Analicemos
desde el punto de vista racional la decision por parte de uno de los ladrones. El ladron puede pensar:
“mi compaiiero va a cooperar, entonces yo debo delatarlo y quedarme el botin de 10 doblando mi
beneficio”, o bien “mi compafiero va a delatarme, en tal caso yo también debo delatarlo y asi
reducir mi pena”. Ocurre entonces, que si un ladrén piensa en la accion de su compafiero como una
eleccion fija, delatar es la estrategia que maximiza su beneficio en todo caso. Queda entonces claro
que, segun la siguiente definicion, delatar constituye un equilibrio de Nash.

Definicién 2: Un equilibrio de Nash para el Juego J =(A, S, M) es una asignacion de estrategias
(una estrategia a cada jugador) en la cual ninguno de los jugadores tiene un motivo racional para
cambiarla. Es decir, si suponemos fijas las estrategias de todos los jugadores excepto uno, este
ultimo jugador se encuentra eligiendo una estrategia que maximiza su utilidad.

Generalmente, se permite que los jugadores elijan “estrategias mixtas”. Una estrategia mixta no es
otra cosa que una distribucion de probabilidad en el espacio de las estrategias puras. A las
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estrategias mixtas les corresponden pagos esperados. Uno de los motivos de permitir estrategias
mixtas, es que en tal caso tenemos un teorema de existencia para el equilibrio de Nash.

Teorema 1 (J. F. Nash, 1951): Todo juego con un nimero finito de jugadores y un nimero finito
de estrategias puras posee al menos un equilibrio de Nash en estrategias mixtas.

Sin embargo, a lo largo de este articulo no consideraremos mas la nocion de estrategia mixta.
Analicemos el siguiente juego:

Tabla2: Juego de la Coordinacion

Jugador 1\ Jugador2 |1 D
| 1,1 0,0
D 0,0 1,1

El “juego de la coordinacion” modela la interaccion de dos jugadores que deben coordinarse para
obtener un beneficio. En el caso mas sencillo se consideran dos estrategias, Izquierda (I) y Derecha
(D), y beneficios iguales. Los jugadores obtienen un beneficio de 1 si ambos eligen la misma
estrategia. En cualquier otro caso no obtienen nada. No es dificil comprobar, que ambas estrategias
(es decir, las asignaciones que hacen corresponder a los dos jugadores la misma estrategia) son
equilibrios de Nash. Desde el punto de vista de teoria de Juegos no cooperativa poco mas puede
decirse del juego de la coordinacidén. Sin embargo, se afiade una dimension nueva al juego si
consideramos una red de jugadores que interactian entre si a lo largo del tiempo. Para dicho analisis
es necesario considerar la teoria de grafos y de sistemas dinamicos.

3. GRAFOS Y REDES COMPLEJAS

Definicion 3: Un grafo G = (V, E) consiste en un conjunto finito de vértices V unidos por un
conjunto finito de aristas. Cada arista une una pareja de vértices. Un grafo es simple si cada arista
une dos vértices diferentes, y si uniendo cada pareja de vértices existe a lo mas una arista. Decimos
que dos vértices son vecinos si estan unidos por alguna arista.

El origen historico del tratamiento matematico de los grafos esta en el problema de los puentes de
Konigsberg (actual Kaliningrado) resuelto por Leonard Euler en 1735. Los grafos, al expresar un
sistema de relaciones, aparecen de forma ubicua en problemas cientificos. Las redes eléctricas, de
carreteras, de interacciones entre proteinas, de alimentacion entre seres de un ecosistema (troficas),
etc. pueden ser entendidas matematicamente como grafos.

Muchos de los grafos que aparecen en problemas aplicados, han sido generados por la naturaleza a
través de leyes que pueden aproximarse estadisticamente. Por ejemplo, las ramificaciones que
surgen en el crecimiento de un arbol (nos referimos aqui a un arbol bioldgico, y que
matematicamente se simbolizara mediante un grafo que también se conoce con el nombre de arbol)
o en el desarrollo del sistema nervioso.

Generalmente estos grafos no se conocen completamente, sino solo algunas de sus propiedades
estadisticas. Es por eso, que matematicamente es Util trabajar con distribuciones de probabilidad
dentro del conjunto de todos los grafos. Estas distribuciones se conocen como grafos aleatorios.
Muchos autores actuales se refieren a los grafos aleatorios, en los cuales aparecen fenomenos
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emergentes, con el nombre de redes complejas (Barabési A. L. & Reka A., 1999; Strogatz H., 2001;
Newman M. E. J., 2010).

Los primeros grafos aleatorios estudiados fueron los modelos de Gilbert y Erdos-Renyi (Erdos P. &
Renyi A., 1959, 1960). En el modelo de Gilbert, se considera fijo el nimero de vértices N, y una
probabilidad p. Cada arista aparece o no en el grafo con probabilidad p y de forma independiente de
las demas. En el modelo de Erdos-Renyi se fija el numero de vértices N y el nimero de aristas L.
Todos los grafos con N vértices y L aristas se consideran equiprobables. Las propiedades
estadisticas del modelo de Gilbert y de Erdds-Renyi, cuando N tiende a infinito y N(N-1)p = 2L son
convergentes. Por este motivo, estos dos modelos suelen considerarse como equivalentes.

Los modelos de Gilbert y Erdds-Renyi son completamente aleatorios. Buscando un modelo
adecuado para las interacciones sociales, Watts y Strogatz introdujeron un modelo de grafo
aleatorio que mezcla propiedades de los grafos completamente aleatorios y los grafos regulares
(Watts, D.J & Strogatz,H., 1998). En dicho modelo se considera un anillo de N vértices, cada uno
conectado con sus » vecinos mas cercanos. Después, cada arista puede reubicarse en una posicion
aleatoria con una probabilidad p fija. Las aristas reubicadas crean atajos que reducen drasticamente
el diametro del grafo. Una particularidad interesante de este modelo es que produce grafos que
tienen un clustering muy alto (es decir, los vértices estan muy agrupados) pero un didmetro muy
pequeio (es posible viajar de un vértice a otro pasando por un nimero pequefio de aristas).

4. LA APLICACION DE NASH

Consideremos ahora un grafo G = (V,E) donde los vértices representan jugadores, que interactiian a
lo largo de una serie de rondas. Fijemos J = ({1,2},S,M) un juego no cooperativo, simétrico, de dos
jugadores. Supongamos que en cada ronda cada jugador elige una estrategia, y juega con sus
vecinos al juego J. Supongamos, que cada jugador decide su proxima estrategia basandose en los
resultados obtenidos en la ronda anterior. Si estas reglas de decision son deterministas, acabamos de
definir un sistema dinamico f: S(G) = S(G), donde S(G) representa el conjunto de posibles estados
del sistema, es decir las posibles asignaciones que hacen corresponder una estrategia a cada uno de
los vértices del grafo. Un estado E es entonces una aplicacion de V en S. Dado que S(G) es un
conjunto finito, todas las orbitas de f son eventualmente periddicas, es decir, el limite positivo de
cualquier punto por las iteraciones de f es una orbita periddica (o un punto fijo, que es un caso
particular de orbita periodica)

El dilema del prisionero espacial (Nowak, M.A & May, R.M., 1992) propone el siguiente sistema
dindmico. En cada ronda, cada vértice evalua el beneficio obtenido por cada uno de los vértices
vecinos. Para la siguiente ronda, elige la estrategia de su vecino mas exitoso. Los investigadores
Nowak y May estudiaron la evolucion de este sistema cuando el grafo es un reticulo bidimensional
de celdas en el plano. Encontraron que la dinamica podia describirse como compleja, y caodtica,
hasta el punto que un espacio de fases finito permite usar esta palabra. Recientemente, el dilema del
prisionero espacial ha sido estudiado sobre grafos aleatorios (Santos F. C. & Pacheco J. M., 2005).

Nosotros proponemos otra ley de evolucion, que llamamos aplicacion de Nash (Borda Pinzén Y.
M., 2011). Consiste en una serie de decisiones racionales, en las que cada vértice considera fijas las
estrategias de sus vecinos.

Definicion 4: Sea J = ({1,2}, S={a,b,c,...}, M) un juego simétrico de dos jugadores donde el
conjunto de estrategias esta totalmente ordenado. Sea G un grafo simple, y S(G) el conjunto de
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asignaciones de estrategias a los nodos. El aplicacion de Nash para J en G es la aplicacion N: S(G)
— S(G), definida de la siguiente manera. Cada vértice evalua el beneficio esperado de cada
estrategia, de acuerdo a las estrategias de sus vecinos. Entonces, elige como nueva estrategia aquella
que maximiza su beneficio. Si esta no esta completamente determinada, se elige la menor.

El conjunto de estados S(G) esta dotado de una estructura de espacio métrico discreto. Dos estados
E y E' estan a distancia d(E,E")={Numero de vértices x en los cuales E(x) difiere de E'(x)}.

Definicién 5: Consideremos f- S(G) — S(G). Sea O una orbita periddica de /'y k un nimero
natural. Decimos que O es una orbita k-atractora de N si para cada asignacion E en S(G) tal que d(E,
0) es menor que £, se tiene que el limite positivo de E por f'es O. La nocion de punto fijo k-atractor
es un caso particular de orbita k-atractora.

Proposicion 1: Supongamos que a en S es un equilibrio de Nash en el juego J (es decir, la
asignacion en la cual los dos jugadores eligen la misma estrategia a). Entonces, para cualquier grafo
G, la asignacion E, que asigna a cada vértice de G la estrategia a, es un punto fijo de la aplicacion
de Nash para J en G.

En el juego de la coordinacion, las dos estrategias puras (I, D) son equilibrios de Nash. Podemos
ademas asegurar que se trata de atractores para la aplicacion de Nash.

Proposicion 2: Si el grado minimo de G es m (es decir, cada vértice tiene al menos m vecinos),
entonces los dos equilibrios de Nash clasicos para el juego de la coordinacion son k-atractores para
cada £ tal que 2k < m.

Demostracion: Consideremos la configuracion donde todos los jugadores eligen la estrategia I.
Cualquier otra configuracion a distancia menor que k de esta, tiene como maximo k jugadores con
estrategia D. En el peor de los casos, estos k£ jugadores son vecinos de un mismo jugador. Pero si
2k<m, ocurre que este jugador tendra mas vecinos con la estrategia I que con la estrategia D, y por
tanto elegira la estrategia I en la siguiente ronda. Es decir, todos los jugadores elegiran la estrategia
I después de una iteracion. q.e.d.

Sin embargo existen otros puntos fijos de la aplicacion de Nash. Por ejemplo, consideremos un
grafo de Barbell (dos grafos completos unidos por una arista). Al eliminar la arista que une los dos
grafos completos, el grafo de Barbell tiene dos componentes no conectadas. Si todos los miembros
de una componente eligen la estrategia I, y todos los miembros de la otra componente eligen la
estrategia D, esto representa un nuevo punto fijo, como ilustra la figura 1.
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Figura 1: Equilibrio de Nash no trivial en el juego de la coordinacion, grafo de Barbell

Dado un juego J = ({1,2}, S = {a,b,c,...}, M) simétrico de 2 jugadores y un grafo G, podemos
considerar el juego en red como un juego J(G)=(V, S, M*) con tantos jugadores como vértices tiene
el grafo, el mismo conjunto de estrategias S, y donde el tensor de pagos M* se calcula a partir de M
y la red de interaccion G de la siguiente manera. Cada jugador interactia solamente con sus
jugadores vecinos, y acumula el beneficio de cada interaccion jugando el juego J. El juego J(G)
tiene muchos jugadores, y en general no es simétrico. Dado que un punto fijo de la aplicacion de
Nash corresponde a una asignacion de estrategias en la cual ninglin jugador tiene un incentivo
racional para cambiar, la siguiente proposicion es auto evidente.

Proposicion 3: Todo punto fijo de la aplicacion de Nash del juego J en el grafo G es un equilibrio
de Nash del juego J(G).

Una pregunta interesante, es si toda configuracion de estrategias para la aplicacion de Nash en el
juego de la coordinacion, estabiliza en un punto fijo. Es relativamente sencillo demostrar que no es
asi, y encontrar oOrbitas periddicas. Por ejemplo, la figura 2 ilustra una orbita de longitud 3 que
estabiliza en una 2-periddica, que no es un equilibrio de Nash: algunos jugadores estan condenados
a cambiar de decision indefinidamente en cada ronda.
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Figura 2: Orbita eventualmente 2-periédica de Nash en grafo Erdos-Renyi

A la hora de iterar la aplicacion de Nash del juego de la coordinacion, vemos que existen dos
posibles limites conceptualmente diferentes. Una de las posibilidades es que nuestra oOrbita
estabilice en uno de los equilibrios de Nash clasicos, donde todos los jugadores eligen I o bien todos
eligen D, en tal caso decimos que la red se coordina totalmente. Las otras posibilidades estabilizan
o bien en un nuevo equilibrio en el cual la red no esta coordinada, o bien en una orbita periddica.
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Figura 3: Evolucion del tamaifio de las cuencas de atraccion de los equilibrios de nash clasicos
en grafos de watts-strogatz con 200 nodos, abcisas = p.

Podemos estimar computacionalmente el tamafio de las cuencas de atraccion de los dos
equilibrios de Nash clasicos. En la figura 3, generamos redes segliin el modelo de Watts-Strogatz
con 200 nodos y p variable. Después, partiendo de una configuracion de estrategias aleatoria,
iteramos la aplicacion de Nash hasta que esta estabiliza. En las ordenadas se representa la
proporcion de experimentos que estabilizan en los equilibrios de Nash clasicos, es decir, cuando la
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red se coordina totalmente. Es claro que en funcion del pardmetro p, que hace a la red mas
conectada, el tamafo de las cuencas de atraccion de los equilibrios clasicos crece, y hay menor
cantidad de nuevos equilibrios de Nash.
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El Teorema de Pick:
Un Ejemplo de Matematica “Elemental”

José Luis Ramirez Ramirez
jolural @gmail.com
Universidad Sergio Arboleda

Resumen. En el presente articulo se dan las ideas generales del fundamento matematico que
sustentan el Teorema de Pick, asi como algunas extensiones y aplicaciones de éste. Dicho teorema y
sus relaciones con algunas areas de las matematicas lo convierte en un tema interesante para
estudiar y que vale la pena profundizar con los estudiantes a nivel escolar.

Palabras clave: Teorema de Pick, reticulos, areas de poligonos.

1. INTRODUCCION

Un tema interesante en el estudio de la matematica elemental' es el Teorema de Pick, el cual fue
publicado en el afo de 1899 en el articulo “Geometrisches zur Zahlenlehre" que traduce Resultados
Geométricos en Teoria de Numeros, escrito por el matematico austriaco Georg Alexander Pick
(1859 - 1942). Sin embargo, es hasta el afio 1969 que este Teorema recibe la atencion y admiracion
de la comunidad matematica por su simplicidad y elegancia, cuando Steinhaus lo incluyd en su
famoso libro “Mathematical Snapshots" (Onnor & Robertson, 2005).

El teorema plantea lo siguiente

Teorema 1[Teorema de Pick]: El area de todo reticulo poligonal, es decir un poligono cuyos
vértices tienen coordenadas enteras, es igual a
B
I+——-1
2

donde / es el nimero de puntos con coordenadas enteras en el interior del poligono y B es el numero
de puntos con coordenadas enteras en la frontera del poligono.

La estructura de una de las demostraciones es primero probar que la formula de Pick es valida para
rectangulos y tridngulos. Luego, probar que si la formula de Pick vale para dos redes poligonales
con interiores disyuntos y con un lado en comun, entonces vale para la unidon y finalmente
demostrar que toda red poligonal se puede triangularizar, es decir, descomponer en triangulos
disjuntos. Esta demostracion detallada, asi como otra version se pueden ver en Ramirez (2010).

! Se entiende por matematica elemental a aquella que puede construirse con estudiantes de las escuelas y colegios, sin
querer significar esto que sean triviales (Pérez et al., 2005).
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Por ejemplo el area poligonal de la figura 1 es 9, ya que hay 8 puntos en la frontera, es decir B=8'y
hay 6 puntos en el interior de P, luego / = 6, por lo tanto al aplicar el Teorema de Pick se obtiene
que:

g

Area Paligono =9

Figura 1: Ejemplo Teorema de Pick

A pesar de que en la actualidad el teorema es bien conocido, no se tiene muy claro por qué fue
demostrado por Pick. Se presume que pretendia mostrar las ventajas didacticas que se pueden
obtener cuando se relacionan distintos temas matematicos (es decir, un enfoque interdisciplinario),
ya que Pick tenia interés en la educacion (Onnor, 2011).

2. EXTENSIONES DEL TEOREMA DE PICK

En principio el Teorema de Pick es para regiones poligonales, sin embargo este se puede extender
para regiones con agujeros.

Definicion 1: Sea R una red poligonal, un agujero de R es una red poligonal contenida en R, sin
puntos de frontera en comun.

En la figura 2 aparece una red poligonal con 3 agujeros.

Figura 2: Red Poligonal con Agujeros

Teorema 2: Sea R una red poligonal con n agujeros, entonces

B
A(R]—I-I-E— 1+ n
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donde 7 es el niimero de puntos enteros interiores y B es el nimero de puntos enteros sobre la
frontera del poligono.

!
Demostracion: Sea B 1a red poligonal R sin agujeros, entonces por el Teorema de Pick
BD
A(R"] =1 +? -1

] ryf
s M

donde ‘2 y “o son respectivamente el nimero de puntos interiores y de frontera de * .

R

Sean B; (1 =1, ...1) cada uno de los T agujeros y sean i y B (i=1,....7) ¢l numero de

. . I
puntos interiores y de frontera de “*i. Entonces

n

A(R) = A(R) - ) A(R)

=1

= 5 _
Ademas, A(R) =1 +5

Por otra parte,

f=fo—zfe—231
=1 i=1
n
B=B,+ ) B,

i=1
donde | y B 50n los puntos interiores y de frontera de R

Por lo tanto:

AR) = AR) = ) A(R)

—r+8" 1 i(r+g" 1)
0TS . TS
B — B

n rr!=1 i=1 i=ni
1
=(f[,— IE—ZBE)+E(BD+ B |-1+n
i=1 i=1 i=1
=I4+——1+n

quedando demostrado.

En la figura 3 la red poligonal ABCDE tiene dos agujeros, entonces por el teorema anterior:

15 23
AMBCDE) = 3+ - —1+2=—
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B

Figura 3: Ejemplo Teorema de Pick con Agujeros

El teorema de Pick se puede modificar para generalizarlo a 3 o mas dimensiones (Kolodziejczyka,
2008).

3. ALGUNAS APLICACIONES

A continuacion se demostrara, a partir del Teorema de Pick, que no es posible construir un poligono
regular de n lados, exceptuando el cuadrado, que tenga vértices enteros, es decir que sus n vértices
tengan coordenadas enteras.

Teorema 3: No existen tridngulos equilateros cuyos vértices sean enteros.

Demostracion: Supongamos que existe un tridngulo equildtero 4ABC cuyos vértices son enteros.
Entonces por el Teorema de Pick se tiene que

B
A(DABC) = P(A4BO)=1+ S ~1€Q

es decir el area de A48 C ¢s una cantidad racional. Por otra parte, el area de AABC

base (b) por su altura () dividido entre dos, es decir

es igual a su

A(4ABC) = *’Z—“

ver figura 4

Figura 4: Demostracion Teorema 3
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Ademas, por el Teorema de Pitdgoras

bf=h2+(

luego

[3b
A(44BC) =Y

Ademas, b° es el area del cuadrado de lado b, ver figura 4, entonces por el Teorema de Pick b es

. , |'_ , . . .7 1z
racional. Asi V3 serfa racional, lo cual es absurdo. Por tanto, no existen triangulos equildteros con
vértices enteros.

El siguiente teorema generalizara el anterior resultado para cualquier poligono regular de n lados
n>4, para ello utilizaremos el siguiente lema:

T
tan (—] . . —
Lema 1: n/ con™ = 3 es racional siy solosi ™ = %,

Demostracion: Para su demostracion ver O'Loughlin (2002).

Teorema 4: No existen poligonos regulares de cinco o mas lados, cuyos vértices sean enteros.

Demostracién: Supongamos que existe un poligono regular P de n lados (™* = 5) cuyos vértices son
enteros. Luego por el Teorema de Pick
AP)=P(P)EQ
es decir, el area de P es una cantidad racional. Por otra parte
nal
AP) = —-

donde a y / son respectivamente la longitud de la apotema y la longitud de un lado de P.

Ademas,

n) , ver figura 5.

Figura 5: Demostracion Teorema 4
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Asi
A(P) = 2ntan (E)

=t

in
an g — p

i . L, Ao .
entonces “n/ no es racional, asi “*“* no es racional, lo cual es una

S

Iy

¢ e
i 7. =

como L'
contraccion.

Y
i
F

Otras aplicaciones en particular en Teoria de Numeros las puede encontrar en (Elduque, 2010),
(Niven, 1967) y (Ramirez, 2010).
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La logica grafica de C. S. Peirce

Arnold Oostra

Universidad del Tolima, Ibagué, aaoostra@gmail.com

Resumen. Charles S. Peirce fue un cientifico, filosofo y logico estadounidense quien vivid en la
segunda mitad del siglo XIX y la primera década del XX. Realizd6 muchos aportes significativos a la
ciencia y la filosofia y ademas de ello fue uno de los creadores de la teoria de cuantificadores de la
Logica Matematica. Un trabajo mas notable atn fue llevar esa teoria a una version del todo grafica,
cristalizada en el sistema de los graficos existenciales de los cuales esta conferencia es una
presentacion panoramica. Se comenzara con el sistema de los graficos Alfa, que permite demostrar
mediante diagramas todas las tautologias y deducciones del calculo proposicional clasico. Luego se
mostrardn las ideas basicas de los sistemas Beta y Gama asi como algunos desarrollos investigativos
recientes en este tema. El objetivo central de esta exposicion es motivar el interés y el estudio de un
maravilloso sistema grafico para la logica.

Palabras clave: C. S. Peirce, graficos existenciales, calculo proposicional, logica de predicados,
logica modal.
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Superficies con estructura de grupos

Carlos Antonio Julio-Arrieta
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Resumen. Sera una conferencia que buscara la claridad y simplicidad con ejemplos, pero en general
tratara de aquellas superficies regulares de dimension k (o k-superficies) que tienen una estructura
de grupos compatible con su estructura diferenciable proyectando la direccion de de una de las

conexiones mas importantes de la Geometria y el Algebra donde el Analisis y la Topologia que
conviven de manera moderna.
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MODELOS ALGEBRAICOS EN EL CONTROL
DE SATELITES ARTIFICIALES

Sequoia Space Team

Joaquin Luna Torres

Los satélites pequenos pueden realizar tareas complejas tales como vigi-

lancia y comunicaciones y para ello es necesario controlar sus posiciones
relativas (attitude) en el espacio. Para lograrlo es necesario conocer, con un
buen grado de exactitud, su posicién en el espacio. Debido a su bajo precio
y tamano pequeiio, los sistemas de navegacién inerciales resultan demasiado
grandes, pesados y costosos, por consiguiente se hace necesario establecer
controles que dependan de menor informacion, por ejemplo de las posiciones
relativas del sol, la tierra y del campo magnético de la tierra.
En esta charla se presentan los elementos mateméticos necesarios para de-
scribir la posicién y orientacién de un Cubesat una vez que esté en dorbita: se
trata de la descripcién de los sistemas coordenados esenciales, las matrices
de rotacion de tales sistemas, los dngulos de Fuler y los cuaterniones cuyos
productos permiten expresar las rotaciones de manera mas sencilla y rapida.
Nos centraremos en los cuaterniones para, posteriormente, establecer repre-
sentaciones de rotaciones: miremos antes un problema que aparecié en las
misiones espaciales “Apollo”.

Gimbal lock

Un “gimbals” (cojinete) es un anillo suspendido que puede rotar alrede-
dor de un eje. Tipicamente estos cojinetes se anidan uno dentro del otro
para producir rotaciones en ejes diferentes. Algunos sistemas coordenados
en matematicas se comportan como cojinetes reales y se usan para medir
angulos, esto sucede, particularmente, con los Angulos de Euler.

El “Gimbal lock” es la pérdida de un grado de libertad en el espacio tridi-
mensional que ocurre cuando los ejes de dos de los tres cojinetes del sistema
ocupan una posicién paralela, lo cual da la apariencia de tener rotaciones
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en un espacio bidimensional.

En el caso tridimensional, consideremos una plataforma sensora de nivel

en una nave espacial que vuela hacia el norte con sus tres ejes mutuamente
perpendiculares (es decir la medida de cada uno de los angulos “roll”, “pitch”
y “yaw” es cero). Si la nave se lanza hacia arriba, los ejes “roll” y “yaw” de
la plataforma aparecen paralelos.
Un incidente de “Gimbal lock” bien conocido sucedié en la misién lunar
“Apollo 11”7 en la cual usaron un conjunto de cojinetes en un “inertial
measurement unit (IMU)”. Fue necesario mover manualmente la nave para
sacarla de la posicion “Gimbal lock”.

El problema del “Gimbal lock” aparece cuando se utilizan Angulos de
Euler en ciertas aplicaciones de las matematicas, por ejemplo en los sistemas
de navegacion aeroespacial. En forma maés precisa, un “Gimbal lock” ocurre
por que la funcién que relaciona los Angulos de Euler con rotaciones (en
términos topoldgicos, la funcién sobreyectiva con dominio el toro tridimen-
sional T3 y codominio el espacio real proyectivo RP?, homeomorfo a SO(3)
y con grupo fundamental Z/2) no es un revestimiento, ya que no es un
homeomorfismo local en cada uno de sus puntos, y por lo tanto en algunos
puntos el rango (grados de libertad) es menor que 3. Como ya hemos visto,
los Angulos de Euler pemiten dar una descripciéon numérica de las rotaciones
en el espacio tridimensional utilizando tres niimeros, pero esta descripciéon
no solamente no es inica sino que existen puntos donde no todo cambio
en el espacio base (rotaciones) es consecuencia de un cambio en el espacio
total (Angulos de Euler). Esta es una restriccién topoldgica: no existen re-
cubrimientos de 7% sobre RP?; se logran revestimientos no triviales cuando
el espacio total es la esfera tridimensional S3, que es el grupo Spin(3) y este
se logra usando cuaterniones unitarios. Por esta razén es bien importante
utilizar cuaterniones para describir rotaciones en los satélites artificiales.
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Trapped modes in waveguides

Petr Zhevandrov
Universidad de La Sabana, Colombia
Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo, México

Abstract

We consider an infinite elastic beam (one-dimensional waveguide) in
the Timoshenko approximation with a weakly perturbed density. The
plane waves of the unperturbed system form the continuous spectrum,
which has multiplicity 2 for 0 < w? < wg and multiplicity 4 for w? > w?
(here w is the frequency and wy is the cut-off frequency). The first branch
of the spectrum (flexural mode) corresponds to the ray w? > 0, and the
second (shear mode), to the ray w? > wi. The perturbation can give rise to
an eigenvalue to the left of w}. The corresponding eigenfunction has a de-
creasing component corresponding to the second branch coupled, generally
speaking, with a plane wave which corresponds to the first branch of the
continuous spectrum. It turns out that for certain perturbations (e.g., a
square barrier of certain length), the oscillating component disappears and
the decreasing exponential becomes a true eigenfunction (trapped wave)
with an eigenvalue embedded in the continuous spectrum. This behaviour
resembles some numerical-analytical results concerning the appearance of
embedded eigenvalues in waveguides under perturbations described in the
literature.

Trapped modes in waveguides have become recently a source of numerous
publications in elasticity, hydrodynamics and quantum mechanics (see, e.g., [1],
[2], [3], [4] and references given therein). Frequently, their existence is due to
a perturbation of a problem whose continuous spectrum has a cut-off, that is,
occupies a ray (say, w? > w2, where w is the frequency, i.e., the spectral param-
eter, and w3 is the cut-off). Certain perturbations give rise to an eigenvalue to
the left of the cut-off, which is the case of the Schrédinger equation in one and
two dimensions [5], [6], when a shallow potential well possesses bound states
(an equivalent term for trapped modes in the quantum mechanical context).
On the other hand, many waveguide problems present various cut-offs with the
multiplicity of the continuous spectrum growing as w? increases. An example
is provided by a plane acoustic waveguide [7] of width 2d with a perturbation
which is a circle of radius a on the centerline (see Figure 1).
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Figure 1: Acoustic waveguide.

The governing equation is the Helmholtz equation A¢ + w?¢ = 0 with, say,
Neumann conditions on the walls and the circle. For modes antisymmetric
with respect to the centerline, the continuous spectrum has cut-offs at w, =
(2n — 1)w/2d, n = 1,2,...; the continuous spectrum has multiplicity 2n for
w2 < w? <w?,, (in the terminology of [7] the multiplicity here is n since two
modes having the z-dependence of the form exp(=+ilz) are counted as one; here
x is the coordinate along the waveguide). Numerical calculations from [7] show
that there always exists a trapped mode with frequency to the left of the first cut-
off w?, and for a certain value of the radius a (that is, for a specific perturbation)
there exists an embedded eigenvalue to the left of the second cut-off w3 in the
interval w? < w? < w3. Naturally, there arises the question whether in general
cut-offs embedded in the continuous spectrum can generate eigenvalues also
embedded in it, and it is well-known that the answer is not easy to obtain
because the proof of their existence is more complicated precisely due to the
fact that they are embedded [8]. For example, asymptotic technique in this case
does not provide the proof of existence since if one constructs an approximate
eigenfunction, one can only guarantee that the distance from the approximate
eigenvalue to the spectrum is small; obviously, for embedded eigenvalues it is
simply zero. We note that for a slightly deformed quantum waveguide embedded
trapped modes were obtained recently in [9].

Our goal in this talk is to present some results concerning the Timoshenko
system describing a beam of infinite length with a slightly perturbed, say, den-
sity. This model is simpler than the acoustic waveguide described above in that
there are only two cut-offs; the continuous spectrum occupies the positive ray
with a cutoff at w2 > 0 (this number is expressed through the physical con-
stants of the model). For 0 < w? < w? there are two propagating modes, and
for w2 < w?, there are four. The cut-off w? = 0, obviously, does not produce
trapped modes under a perturbation (since the square of the frequency would be
negative). On the other hand, the positive cut-off w2 does produce an eigenvalue
to the left of w2 under a specific perturbation, for example, a small change of
density on a segment of specific length. Physically, this means that this segment
traps the propagating mode of the first branch of the continuous spectrum and
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the cut-off of the second branch generates an exponentially decreasing solution,
just as in the classical Schrodinger problem. We construct ezact solutions de-
scribing trapped modes in the form of convergent series in powers of e (here € is
the small parameter characterizing the magnitude of the perturbation). We note
that the technique of orthogonal decomposition used, e.g., in [1], [3] (see also
[8]), is not straightforward in this example, because one should use a decom-
position which involves orthogonality to the eigenfunctions of the continuous
spectrum of the first branch. The eigenfunctions of this continuous spectrum in
the case when the perturbation is present are distorted plane waves in contrast
to the constant coefficients case, and are not that easy to construct. Although
our problem is quite different from the one considered in [9], the conditions of
existence of trapped modes are similar to the ones obtained in that paper. We
conclude with numerical results for a beam with piecewise constant density.
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Algunos conceptos de probabilidad y
estadistica inferencial ilustrados
mediante simulaciones utilizando Excel

M.Sc. Luis Alejandro Mé&smela Caita*
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Abstract

Las nuevas tecnologias computacionales han permitido utilizar méto-
dos alternativos para presentar conceptos matemédticos, variando asi el
paradigma en cuanto a la relacién cognitiva entre el estudiante y el objeto
del conocimiento. Se presenta aqui, utilizando la hoja de cdlculo Excel,
algunas simulaciones que pretenden ilustrar conceptos particulares de la
probabilidad y la estadistica inferencial como son: el enfoque frecuentista
del concepto de probabilidad, el cédlculo de probabilidades en modelos dis-
tribucionales binomial y normal, ademds del teorema del limite central y
su aplicacién en un problema que ilustra la toma de decisiones soportado
en el concepto de probabilidad.

Palabras y Frases Claves: Distribucién binomial, distribucién nor-
mal, teorema del limite central, simulacién, Excel, Probabilidad, Estadis-
tica Inferencial.
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Perspectivas teoricas de investigacion en
Pensamiento Matematico Avanzado

Eliécer Aldana Bermudez
Universidad del Quindio, Armenia,
eliecerab@uniquindio.edu.co

Resumen. El curso que aqui se presenta tiene como objetivo analizar en el marco de la educacion
matematica las perspectivas teoricas de investigacion mas utilizadas en el campo del pensamiento
matematico avanzado. En primer lugar se pretende hacer algunas precisiones conceptuales en torno
a lo que aqui se entiende por educacion matematica y su relacion con la didactica de la matematica,
y en segundo lugar se discuten algunos marcos teoricos de investigacion en educacion matematica
que tienen que ver con los procesos cognitivos caracteristicos del pensamiento matematico
avanzado.

Palabras clave: Educacion matematica, didactica de la matematica, perspectiva tedrica, procesos
cognitivos, pensamiento matematico avanzado.

Este estudio tiene una perspectiva teodrica de investigacion en educacion matematica en el campo
del pensamiento matematico avanzado (PMA), por tanto se considera necesario en primer lugar
hacer algunas precisiones conceptuales en lo relacionado con lo que vamos a entender por
educacion matematica, y su relacion con la didactica de la matematica.

En este sentido, los educandos y de todas las edades adquieren parte importante de su herencia
cultural por medio de un sistema social de formacion organizado, llamado sistema educativo. Las
matematicas hacen parte de esa cultura que se transmite a través del sistema educativo y son parte
esencial de la formacion basica que deben recibir y compartir todos los ciudadanos de un pais. Por
tanto es pertinente en nuestro contexto hablar de educaciéon matematica. La educacion matematica
abarca desde las primeras nociones que se le ensefian a un escolar, hasta su culminacion en una
formacion profesional o en estudios superiores.

Al respecto Rico y Sierra (2000), consideran la educaciéon matematica como conjunto de ideas,
conocimientos, procesos, actitudes y, en general de actividades implicadas en la construccion,
representacion, transmision y valoracion del conocimiento matematico que tiene lugar con caracter
intencional, y que se propone dar respuesta a los problemas y necesidades derivados de la
ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas.

Estos mismos autores plantean que la educacion matematica presenta tres ambitos de actuacion:
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e Educacién matematica como conjunto de conocimientos: Conocimiento matematico como
objeto de ensefianza aprendizaje, disefio, desarrollo y evaluacion del curriculo de Matematicas.

e Educacién matematica como actividad social: Conocimiento profesional y formacion del
profesor de Matematicas.

e Educacion matematica como disciplina cientifica: Didactica de la Matematica.

Es decir que cuando hablamos de educacion matematica hacemos referencia a un objeto matematico
de estudio, a un profesional dedicado socialmente a la formacion matematica y a una ciencia que le
ofrece las herramientas necesarias para que el docente resuelva los problemas que se le presentan en
el aula de clase.

En este sentido, la didactica de la matematica es la ciencia que se ocupa de estudiar e investigar los
problemas de la educacion matematica y proponer marcos explicativos para su resolucion.

Indaga metddica y sistematicamente los procesos de ensefianza-aprendizaje de las Matematicas, y
los planes de formacion de los educadores matematicos. Tiene como objeto delimitar y estudiar los
problemas que surgen durante los procesos de organizaciéon, comunicacioén, transmision,
construccion y valoracion del conocimiento matematico junto con su propia fundamentacion
teorica.

En segundo lugar, para referimos al PMA, tenemos que comprender los procesos cognitivos que
subyacen a este tipo de pensamiento en los estudiantes. A lo largo de este articulo se hard una breve
exposicion de las principales caracteristicas del PMA, y de algunos marcos teoricos de
investigacion que en educacion matematica han sido objeto de estudio desde este campo del
pensamiento matematico. El PMA tiene que ver con los procesos mentales propios de las
matematicas superiores que se ensefian y se aprenden en los ultimos afios de bachillerato y en
especial en el ambito universitario (Aldana, 2011, p. 58).

Asimismo Azcarate y Camacho (2003, p. 136-141), ponen de manifiesto que este tipo de
pensamiento por su naturaleza posee unos procesos caracteristicos entre los que destaca: el nivel de
abstraccion, formalizacion del conocimiento, la representacion, definicion de los conceptos y la
demostracion; ademas afirman que aunque no es posible establecer claramente una distincion entre
las matematicas elementales y las avanzadas, si se pueden indicar algunos rasgos caracteristicos,
uno de los cuales es la complejidad de los contenidos y la forma de controlarla; los procesos mas
potentes son aquellos que permiten este control, en especial la representacion y la abstraccion, y
ademas establecen “que en las matematicas elementales los objetos se describen, mientras que en
las avanzadas estos objetos matemadticos se definen”.

De otra parte Dreyfus (1991), afirma que "comprender es un proceso que tiene lugar en la mente del
estudiante" y es el resultado de "una larga secuencia de actividades de aprendizaje durante las
cuales ocurren e interactiian una gran cantidad de procesos mentales". Cuando hacemos referencia a
procesos cognitivos implicados en el PMA, pensamos en una serie de procesos matematicos entre
los que se destaca el proceso de abstraccion que consiste en la substitucion de fenémenos concretos
por conceptos organizados en la mente. No se puede decir que la abstraccion sea una caracteristica
exclusiva de las matematicas superiores, como tampoco lo son otros procesos cognitivos de
componente matematica tales como analizar, categorizar, conjeturar, generalizar, sintetizar, definir,
demostrar, formalizar, pero resulta evidente que estos tres tltimos adquieren mayor importancia en
los cursos superiores. Por otro lado, entre los procesos cognitivos de componente mas psicologica,
ademas de abstraer, podemos citar los de representar, conceptualizar, inducir y visualizar.

Las investigaciones de tipo cognitivo estan interesadas en estos procesos relacionados con la
ensefanza y el aprendizaje de los conceptos matematicos, donde es fundamental tener en cuenta que la
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forma en que se aprende no suele coincidir con la manera l6gico-formal de presentar un concepto
matematico ante la comunidad matematica; se puede incluso afirmar que es frecuente que ésta
presentacion logica ofrezca obstaculos cognitivos al estudiante.

En este sentido, algunos de los modelos cognitivos que se utilizan en la investigacion de los procesos
involucrados en el aprendizaje de conceptos matematicos complejos, como son los implicados en el
Analisis Matematico; estos modelos son distintas formas tedricas de describir la naturaleza del
conocimiento de los estudiantes y los procesos de construccion del mismo.

En relacion con estos modelos cognitivos, uno de ellos, es el que tiene que ver con la memoria del
estudiante cuando evoca algo que generalmente no es la definicion del concepto, sino lo que se
denomina concept image (imagen del concepto), que consiste en “toda la estructura cognitiva de un
sujeto asociada a un concepto matematico y que incluye todas las imagenes mentales, las
propiedades y los procesos asociados al concepto. Se construye a lo largo de los afios por
experiencias de toda clase y va cambiando segin el individuo madura y encuentra nuevos
estimulos” (Tall y Vinner, 1981, p. 152). Esta imagen del concepto estd formada por
representaciones visuales, recuerdos de experiencias con el concepto y registro de ejemplos. La
imagen del concepto, es entonces, toda la estructura cognitiva asociada a una nociéon matematica,
aunque no sea necesariamente coherente en todo momento ya que los estudiantes pueden evocar
imagenes contradictorias en momentos diferentes. Una imagen mental (Azcarate y Camacho, 2003)
es el conjunto de todas las imagenes asociadas al concepto en la mente del sujeto, incluyendo
cualquier tipo de representacion del concepto matematico que puede ser grafica, numérica, o
simbdlica entre otras. En cambio, la definicion del concepto, se refiere a “una definicion verbal, a
un conjunto de palabras para especificar un concepto” (Tall y Vinner, 1981, p. 152).

Asimismo, cuando un estudiante se enfrenta a una tarea con relacion a un concepto matematico,
generalmente esperamos que la definicion sea activada para que le ayude en la resolucion de la
tarea, sin embargo, eso no es lo que suele ocurrir. Usualmente el estudiante no utiliza la definicion
y responde de acuerdo a su imagen del concepto. El caracter, adecuado o no, de las imagenes,
propiedades y procesos que integran la imagen del concepto puede llevar a la aparicion de errores e
inconsistencias. El conflicto entre la imagen del concepto y la definicion del concepto significa, en
la practica, la ausencia de una verdadera comprension del concepto por parte del alumno. En este
sentido, Aldana (2011) pone de manifiesto que adquirir un concepto significa tener una imagen
conceptual de forma que se asocien ciertos significados a la palabra que designa el concepto:
imagenes mentales, propiedades, procedimientos, experiencias, sensaciones, ademas, de tener un
dominio de la complejidad y construccion del concepto, porque muchos alumnos recuerdan de
memoria la definicion de un concepto producto de la instruccion previa pero cuando tienen que
utilizarlo no saben como hacerlo o lo hacen de forma erronea.

Otro de los modelos cognitivos es el que tienen que ver con el paso de proceso a objeto cognitivo, que
como indican Azcérate y Camacho (2003), la complejidad del conocimiento matematico superior, es
que, en su mayoria, los conceptos del PMA, pueden jugar el papel de procesos y de objetos, segun la
situacion planteada o el nivel de conceptualizacion que tenga el alumno. En este mismo aspecto
cognitivo sobre la construccion de los objetos matematicos, Tall (1991) y Gray y Tall (1994), hacen
planteamientos para determinar los procedimientos o procesos de las nociones matematicas mediante
un simbolismo de naturaleza dual que sirva para referirse tanto al procedimiento como al concepto.
Ademas, indican que la ambigiiedad simbolica permite la flexibilidad entre el proceso para llevar a
cabo una tarea matematica y el concepto que se va a manipular intelectualmente como parte del
esquema mental del individuo, que ellos denominan “procepto”. El término “procepto” lo definen
para referirse a la combinacion tanto del proceso y del objeto utilizando el mismo simbolo.

Al respecto, Sfard (1991), sefiala que los conceptos matematicos abstractos pueden ser concebidos
desde dos perspectivas. Una como concepciones operacionales (procesos, algoritmos y acciones) y
otra como concepciones estructurales (conceptos matematicos considerados objetos abstractos),
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donde las concepciones operacionales son previas a las concepciones estructurales. El paso de las
concepciones operacionales a las estructurales se realiza a través de las tres fases siguientes:
Interiorizacion, Condensacion y Reificacion.

o Interiorizacion, es la fase en la que el estudiante se familiariza con los procesos que daran lugar
al nuevo concepto. Estos procesos son operaciones con objetos matematicos de nivel elemental
y que se van construyendo de forma gradual, en la medida que el sujeto va adquiriendo las
habilidades propias de dichos procesos.

e Condensacion, es un periodo de cambio en el que se concentran largas secuencias de
operaciones en unidades mas manejables. Aqui, el estudiante se siente capaz de pensar en un
proceso dado como un todo, en términos de entrada y salida, sin necesidad de considerar todos
los detalles que lo componen. En esta fase se puede dar nombre al concepto que nace, se hace
mas factible combinar procesos, hacer generalizaciones y aumentar las posibilidades de hacer
representaciones del concepto. Este periodo dura mientras la nueva entidad permanece ligada a
un cierto proceso.

e Reificacion, es el momento en que el estudiante es capaz de pensar en la nueva nocion como un
objeto en si mismo con sus propias caracteristicas. La reificacion se define en términos mas
generales como un cambio ontoldgico, una habilidad repentina para ver algo familiar con una
perspectiva totalmente nueva.

En este panorama tedrico, otro de los modelos cognitivos de investigacion acerca del conocimiento
matematico superior, esta la teoria de las representaciones semioticas, desarrollada por Duval (1996,
1999). Este investigador indaga sobre si los medios estructuralmente requeridos para que el sujeto
pueda acceder a los objetos del conocimiento matematico son diferente, o no, a los medios requeridos
para acceder a los otros objetos de conocimiento (por ejemplo en botanica, astronomia, quimica,
historia,...), comprueba lo siguiente:

* Los objetos matematicos, no son objetos reales, como pueden ser los propios de las disciplinas
como la biologia o la fisica que pueden ser manipulables. “De aqui la necesidad de describir y
aprender como funcionan ciertos sistemas de representacion: representaciones de escritura decimal
de los numeros, representaciones graficas de formas (funciones o no), representaciones de la
escritura literal y algebraica, representaciones que son las figuras en geometria”.

» La necesidad de no confundir nunca un objeto con su representacion semidtica (un nimero y su
escritura, un objeto geométrico y la figura que lo representa).

Duval, considera dos caracteristicas esenciales de la actividad matematica: el cambio y la coordinacion
de los registros de representacion semidtica. Por ejemplo, si se consideran los registros de
representacion: lingiiisticos (lenguaje natural, escritura algebraica, lenguaje formal) u otros registros
(figuras geométricas, graficos cartesianos, tablas, etc.), se entiende por cambio de registro de
representacion “a la conversion de la representacion de alguna cosa en una representacion de esta
misma cosa en otro sistema semiotico”. Por ejemplo, realizamos un cambio cuando al resolver un
problema matematico usamos un grafico cartesiano para representar una funcion y en el siguiente paso
de la resolucion, expresamos con una ecuacion algebraica la misma funcion. Por otro lado, como en el
dominio del conocimiento matematico se movilizan diferentes registros de representacion, también es
necesario coordinarlos

Ademas de los modelos cognitivos anteriores, existe el de la teoria APOS de Action, Process,
Object, Schema. La teoria APOE, desarrollada por Dubinsky (1991) y un grupo de investigadores
de Research in Undergraduate Mathematics Education Community (RUMEC), estd basada en una
interpretacion del constructivismo a partir de la adaptacion de algunas ideas del enfoque cognitivo
de Piaget al PMA. Una de estas ideas es la de “Abstraccion Reflexiva” introducida por Piaget para
describir como construyen los individuos las estructuras logico — matematicas. Piaget y Garcia

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica Septiembre 8, 9y 10 de 2011 Bogota, Colombia 95



(1982, p. 10) definen la abstraccion reflexiva, como “el mecanismo por el cual el individuo se
mueve de un nivel a otro”.

Dubinsky (1991) afirma que el concepto de “abstraccion reflexiva” constituye una poderosa
herramienta que dota a los investigadores de una base tedrica solida para la comprension del
desarrollo del PMA. En este sentido, Dubinsky (1991, 1996) considera que la principal dificultad
para aplicar las ideas de Piaget al PMA, ha sido que la teoria de Piaget tiene su origen en la
manipulacion de objetos fisicos, pero a medida que el nivel matematico aumenta, se hace necesario
construir nuevos objetos, no fisicos sino mentales, y manipularlos para construir las ideas
matematicas. Considera que un problema importante en la Educacion Matematica consiste en
encontrar sustitutos apropiados para los objetos fisicos y cree que los entornos informaticos pueden
servir para este proposito. Ademas piensa, que para explicar las diferencias en las conductas de los
estudiantes, es necesario formular hipotesis de tipo mental, ya que para poder explicar y buscar
soluciones a estas diferencias, es necesario desarrollar una teoria sobre los procesos mentales, que
pueda explicar lo que esta ocurriendo en la mente de los estudiantes.

Desde esta perspectiva tedrica del conocimiento matematico, Dubinsky (1991, 2000), y Asiala et al.
(1996) consideran que los individuos realizan construcciones mentales para obtener significados de
los problemas y situaciones matematicas; estas construcciones mentales son desarrolladas y
controladas por unos mecanismos de construccion, y que segun DeVries (2001), citado por Aldana
(2011), se caracterizan como sigue:

e Accion, es la transformacion de un objeto percibida por el estudiante como externa. La
transformacion se produce como una reaccion a una indicacion que ofrece informacion sobre los
pasos a seguir. Cuando un sujeto s6lo puede realizar este tipo de transformaciones en la
resolucion de una tarea, decimos que esta operando a nivel de accion.

e Proceso, es la interiorizacion de una accién. Es una construccion producto de una
transformacion interna, no necesariamente dirigida por un estimulo externo. En el proceso el
sujeto puede describir los pasos involucrados en la transformacion e incluso puede invertirlos,
es decir, tiene mas control de la transformacion.

e Objeto, es cuando el estudiante reflexiona sobre acciones aplicadas a un proceso concreto,
siendo consciente del proceso como una totalidad, aprecia que la transformacion (accion o
proceso) puede actuar sobre €l y es capaz de construir la transformacion. Entonces, se dice que
el estudiante ha reconstruido este proceso en un objeto cognitivo; es decir que el proceso ha
sido “encapsulado” en un objeto.

e Esquema, es una coleccion de acciones, procesos, objetos y otros esquemas que estan
relacionados, consciente o inconscientemente, en una estructura coherente en la mente del
individuo y que puede ser evocada para tratar una situacion problemadtica de esa area de la
Matematica. Una funcidon importante y caracteristica de la coherencia de un esquema esta en
poder determinar qué esta en el ambito del esquema y qué no.

La descripcion sobre el desarrollo de un esquema, ha sido utilizada en distintas investigaciones a
partir de la teoria APOE de Dubinsky (Bodi, 2006; Sanchez — Matamoros, 2004), entre otros.
DeVries (2001), también adapta los niveles de desarrollo de un esquema de la siguiente manera:

e Nivel intra, se identifica por centrarse en aspectos individuales aislados de acciones, procesos y
objetos de naturaleza similar. El individuo no ha construido ninguna relacion entre ellos. Asi por
ejemplo, un sujeto entiende el concepto de Integral Definida a nivel intra, cuando no establece
relaciones logicas entre los elementos matematicos, porque los recuerda de manera aislada,
muestra concepciones erroneas en el uso de algunos elementos y establece s6lo un intento de
conjuncioén entre los elementos.

e Nivel inter, se caracteriza por la construccion de relaciones entre acciones, procesos y objetos.
En este nivel se comienzan a agrupar las informaciones de naturaleza similar. En el concepto de
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Integral Definida, asumimos que el alumno tiene un pensamiento a nivel inter, porque comienza
a establecer relaciones logicas entre los elementos matematicos especialmente la conjuncion
logica entre los elementos cambiando de sistema de representacion, establece ademds de la
conjuncién logica la condicional y aparecen los primeros comienzos de sintesis entre los
sistemas de representacion grafico, algebraico y analitico.

e Nivel trans, se adquiere cuando se tiene construida una estructura subyacente completa en la
que las relaciones descubiertas en el nivel inter son comprendidas dando coherencia al esquema.
En nuestra investigacion concebimos que un alumno manifiesta un nivel trans de desarrollo del
esquema de Integral Definida, cuando establece varias relaciones logicas (conjuncion,
condicional y contrario de la condicional) entre los elementos matematicos graficos, algebraicos
y analiticos, utiliza los elementos necesarios en la resolucion de las tareas usando los
significados implicitos para tomar decisiones, y establece una sintesis en los sistemas de
representacion grafico, algebraico y analitico.

Las abstracciones reflexivas utilizadas para realizar las construcciones mentales se denominan
mecanismos y han sido caracterizados por el grupo de investigadores RUMEC de la siguiente
forma:

o Interiorizacion, es la construcciéon mental de un proceso que tiene que ver con una serie de
acciones sobre objetos cognitivos. Las acciones se interiorizan en procesos.

e Coordinacion, es el acto cognitivo de coger dos o mas procesos y usarlos para construir un
nuevo proceso. Piaget (1978), (citado por Dubinsky, 1991) usa “coordinaciones de acciones”
para referirse a todas las formas de usar una o mas acciones para construir nuevas acciones u
objetos.

e Inversion, una vez que el proceso existe internamente, al sujeto le es posible invertirlo, en el
sentido de deshacerlo, para construir un nuevo proceso original. Piaget (1978), (segin
Dubinsky, 1991) no lo trata en el contexto de la abstraccion reflexiva, lo incluye como una
forma de construccion adicional.

e Encapsulacion, es la transformacion mental de un proceso dinamico en un objeto cognitivo
estatico. Este objeto puede ser visto como una entidad total y puede ser transformado
mentalmente por otras acciones o procesos. En este caso decimos que el proceso ha sido
encapsulado en un objeto cognitivo.

e Desencapsulacion, es el proceso mental de volverse desde un objeto al proceso desde el cual
fue encapsulado el objeto o tuvo su origen.

e Tematizacion, es la reflexion sobre comprension de un esquema, viéndolo como "un todo", y es
capaz de realizar acciones sobre el esquema, entonces se dice que el esquema ha sido
tematizado en un objeto, Asiala et al. (1996). En relacion con este mecanismo, Piaget y Garcia
(1982, p. 103), definen la tematizacion como: “el paso del uso o aplicacion implicita, a la
utilizacion consciente, a la conceptualizacion”.

El resultado de éste andlisis teérico es lo que se denomina la descomposicion genética del concepto
(Asiala et al., 1996). El analisis se basa principalmente en:

e La comprension que tienen los investigadores sobre el concepto en cuestion y en sus experiencias
como aprendices y profesores del mismo.

e Investigaciones previas sobre el concepto.

e Observaciones de los estudiantes en el proceso de aprendizaje del concepto estudiado.

Una descomposicion genética estd definida como un modelo cognitivo donde se describen las
posibles construcciones mentales que un estudiante realiza para entender un concepto a partir de
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ciertas habilidades cognitivas previas, y que son descritas en el marco de la teoria APOE de
Dubinsky (1996) y Asiala et al. (1996), donde se trata de explicar el entendimiento de un concepto
mediante las construcciones mentales y los mecanismos de construccion.

La descomposicidon genética es una via para aprender conscientemente un concepto matematico por
parte del alumno, pensando que la descomposicion genética de un concepto no es Unica; y que
“pueden coexistir varias descomposiciones genéticas del mismo concepto en estudio” (Trigueros,
2005, p. 8).
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El origen de los Numeros
y de los Sistemas de Numeracion

Clara Helena Sanchez Botero
Universidad Nacional de Colombia, chsanchezb@unal.edu.co

Resumen. El proposito de este cursillo es aproximar a los asistentes a la historia de la matematica
como un recurso didactico importante para tener en cuenta. Haremos un recorrido del surgimiento y
desarrollo de uno de los conceptos fundamentales de la matematica, el concepto de nimero. Su
historia es fascinante

Palabras clave: historia, nimero, sistemas de numeracion.

1. Introduccion

El proposito de este cursillo es aproximar a los asistentes a la historia de la matematica como un
recurso didactico importante para tener en cuenta. Los libros de historia como los de Boyer, Kline,
Collete, Katz, para solo mencionar algunos', nos presentan un panorama de la historia por épocas y
culturas, desde los origenes de la civilizacion hasta practicamente nuestros dias. Los especializados
se dedican a profundizar en un tema especifico y pueden hacer una historia panoramica o detenerse
en un momento histdrico relevante. Es el caso de los libros de la historia del algebra, o del calculo o
la historia del nimero pi. El docente que quiera usar la historia debe saber usar los unos y los otros,
y articulos relevantes, con el fin de sacarles el provecho requerido para la practica docente. Los
beneficios del conocimiento de la historia son destacados por autores tan importantes como Miguel
De Guzman reconocido por sus valiosas reflexiones sobre educacion matematica en primaria y
secundaria.”

Usar la historia no consiste en hacer un relato, en contar un cuento, en contar anécdotas o hacer
biografias breves de los principales matematicos de todos los tiempos; es necesario detenerse en los
puntos que nos muestran las dificultades en el nacimiento y desarrollo de los conceptos para
entender mejor el porqué de las dificultades de nuestros estudiantes. Los conceptos matematicos
nacen en un contexto cientifico y social determinado y se van ajustando con el tiempo: son
dindmicos y no estaticos como usualmente cree la mayoria de la gente. Son creaciones de los seres

! Véase la Bibliografia.
2 Miguel de Guzman, http://www.oei.es/edumat.htm
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humanos y no son eternos, ni perfectos, como consideraba Platén, asi su filosofia nos siga
permeando de manera significativa.

Para comenzar haremos un recorrido del surgimiento y desarrollo de uno de los conceptos
fundamentales de la matematica, el concepto de nimero. Su historia es fascinante, comencemos.

2. Numeros y Numerales

Es relativamente reciente la diferenciacion que hacemos entre un nimero y su representacion en
algln sistema: sea en un lenguaje ordinario, con palabras como uno, menos tres, tres cuartos, un
millon, raiz cuadrada de dos, etc., o sea en un lenguaje simbolico. Llamamos nizmero a una entidad
abstracta y numeral a su representacion en algln sistema. Los numerales 1,2, 3,4, 5,6, 7, -4, -3,
-2,-1,0,1,2,3,4,2/3, 4/5, 7/8, -3/4, -9/26, 42, 4/3, n—1, v—=5, 2 + 3i, No, a, €, i, e, son
ejemplos de la representacion mas usual hoy en dia, en el lenguaje simbolico de la matematica, de
los diferentes tipos de nimeros que aceptamos actualmente. Por otro lado es el sistema decimal el
sistema de representacion mas comunmente aceptado practicamente por todo el mundo hasta donde
sé. La representacion en el sistema decimal de los niimeros naturales y de los enteros coincide
plenamente con la usada anteriormente y que llamaré estdndar, pero para los demas, racionales,
irracionales y complejos no. Vale la pena preguntarse por qué y una de las razones para que un
sistema de representacion sea lo suficientemente bueno para representar cualquier nimero de cada
uno de los tipos mencionados es que debe dar cuenta siempre de conjuntos infinitamente grandes
por medio de un numero finito de simbolos. Esa caracteristica la tiene justamente el sistema
decimal: con diez simbolos se puede representar, “tedricamente” cualquier numero real, el sistema
estandar no la tiene. Por ejemplo con frecuencia un estudiante pregunta ;jcuanto es /2 ++/3? y la
respuesta es 4/2 ++/3, pues no tenemos una palabra ni un simbolo diferente de la expresion dada
para representar el nimero real que resultaria de hacer la suma. Sabemos que existe pero no
tenemos una representacion para €1, salvo una buena aproximacion en el sistema decimal.

Hoy en dia reconocemos los siguientes tipos de numeros con su representacion estandar:

Nombre del Conjunto | Ejemplos de numerales Forma general de representacion
estandar
1) Naturales 0,1,2,3,4,5, .. La del sistema decimal
A Enteros wo —2,—1,0,1,2,3, ... - @ siendo a un numeros natural
0 Racionales 15, —3/5,25/10;5, ... a/bdonde a, y b son enteros, b=
| Irracionales | 4/2,4/3, 4/5, \-""_r’ p primo, | No hay
@, e
R Reales Racionales+Irracionales | No hay
C Complejos 2 + 3, V2 - 4, u+ibconuy breales,i = —1

Obsérvese como en el caso de los enteros, los racionales y los complejos pudimos dar una forma
general de representacion de este tipo de niimeros, no es el caso de los reales. Vale la pena
preguntarse ;por qué? La respuesta es que su forma esta dada por la definicion usual de este tipo de
numeros, en cambio no es facil responder a la pregunta ;Qué es un nimero natural? ni tampoco
(qué es un numero real? Respuestas que apenas fueron satisfactoriamente dadas en el siglo xix; sin
embargo, el origen de los nimeros y de los multiples sistemas de representacion que existen y han
existido a través de la historia de la humanidad se remontan a varios miles de afos antes de Cristo.
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Los diferentes conjuntos de nimeros estan relacionados como se puede ver en el siguiente cuadro:

7 4

N Naturales
, Z,  Enteros .
R Reales’ @ Racionales Enteros negativos
. ales
C Complejos< Fraccionarios

Irracionales

YW
Imaginarios

2.1 La cantidad

Una de las primeras preguntas que se hizo el hombre fue ;Cudntos hay?(1);Cuantas ovejas hay en
el establo?(2) ;Cuantos hijos tengo?(3);Cuanta leche produjo la vaca hoy?(4) ;Cuanto trigo se
recolectd en la semana?(5) ;Cuanto debo pagar de impuestos?(6) ;Cuantas tajadas de ponqué te
comiste?(7) (Cuanto ponqué quedd? Todas ellas se responden con algun nimero; para responder
las preguntas 3, 4 y 7 se requiere tener una unidad de medida y un sistema métrico asociado a algun
sistema de representacion numérica. Obsérvese ademas que en estas preguntas se hace la pregunta
en singular ;Cuanto? Desde la antigiiedad se diferencio la cantidad en dos grandes tipos:
magnitudes discretas y magnitudes continuas. Las magnitudes continuas son aquellas que pueden
dividirse indefinidamente sin que pierdan su caracter; es el caso de las longitudes, las areas, el
volumen, el tiempo, por ejemplo. La cantidad de leche es una magnitud continua ya que se puede
dividir cuantas veces se quiera (por lo menos tedéricamente) y seguira siendo cantidad de leche. Son
magnitudes discretas las que no son continuas, las que al dividirlas pierden su “esencia” en un
numero finitos de pasos, es el caso de los nimeros naturales.

2.2 ;Cuantos hay? Los niumeros naturales y su representacion

La referencia mas antigua que se tiene de un sistema que permita guardar informacién sobre
cuantos hay se encuentra en el hueso de Ishango descubierto por el belga Jean de Heinzelin de
Braucourt en 1960 mientras hacia una exploracion en Ishango, Africa, en el antiguo Congo Belga,
hoy Republica Democratica del Congo. Algunos historiadores datan el hueso cerca de 35.000 afios
a.c.’ otros 20.000 afios a.c.® y otros apenas 8.000.” El hueso, como se puede observar en la figura
contiene unas marcas, realizadas por grupos lo que hace suponer que la poblacion alli establecida
pudo haber sido una de las primeras sociedades en realizar conteos para guardar alguna informacion
relevante. Esta sociedad tan s6lo sobrevivid unos pocos cientos de afios antes de quedar sepultada
por una erupcion volcanica.

3 Es la fecha que se da en Wikipedia, pagina en la cual encontramos una foto del hueso que se conserva en el Real Instituto Belga de
Ciencias Naturales y de donde hemos tomado la grafica presentada.

*Katz, 1998, p.5.

>Eves, 1990, p.10.
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Esas marcas en el hueso de Ishango son las mas naturales para guardar informacién, una rayita por
cada elemento del conjunto que se esta contando. Todas las civilizaciones tienen palabras para los
primeros numeros y las mas avanzadas algin sistema de numeracion. Es el caso de las
civilizaciones babildnica, egipcia, griega, hindu, china, maya, para s6lo mencionar unas pocas.
Algunos ejemplos a continuacion.

- = T o

1 2 3 4 5
--l:w --| B}
6 gz 9

lnf:i"m“

1 10 100 1000 10 20
NUMERACION EGIPCIA NUMERACION MESOPOTAMICA

i 3375
A
1112 13 14 15

I v XL € D M
16 17 18 19 20 1 5 10 50100 5001000

NUMERACION MAYA NUMERACION ROMANA

2.3 Los numerales de los naturales

De los sistemas mencionados el mas avanzado fue el babildnico; es un sistema mixto entre un
sistema acumulativo como el romano y un sistema posicional como el decimal. El sistema de
numeraciéon babilénico quedo6 registrado en tablas de arcilla en las cuales las marcas se hacian
usando una aguja de lamina inclinada, escritura conocida con el nombre de cuneiforme. Los
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primeros sesenta numerales se realizan por medio de la repeticion de dos simbolos basicos el clavo
Yy la cuila<; a partir del sesenta el lugar que ocupa el digito(simbolo) cambia de valor seglin su
posicion. Por ello, siempre ha sido considerado un sistema sexagesimal. Este sistema aparecié por
vez primera alrededor de 1900-1800 a.C. y tiene sus vestigios hoy en dia. Veamos algunos
ejemplos:°

Yvy <YYVY << <<y <<yyy
Yvy <YYVvY < < <<yyy
y YV, VYYvy, YvyY, <« <Y, <vvYYy, <« < , <YYY.
1 2 3 9 10 11 39 40 41 59
Y <VYY <YYY YvY
<YYY YVYY
<YYVYy
261.546

En cambio el sistema romano es acumulativo y esta realizado con los simbolos I, V, X, L, C, M
para los niimeros 1, 5, 10, 50, 100 y 1000. Se usa aun, para fechas, prologos de libros, por ejemplo.

2.4 El sistema decimal

El sistema decimal, que hoy tan naturalmente usamos, tiene origen en India y debe su sobrevivencia
a dos razones: el uso de una notacion posicional y el uso del cero. No fue la creacion de un genio
sino el trabajo a lo largo del tiempo por medio de intentos con ensayo y error, la reflexion y el
ingenio de personas apasionadas por los nimeros, nimeros para dar respuesta a cudntos hay en
grandes colecciones de cosas.Conocido por los arabes, fue introducido a Europa en la Edad Media y
se fue transformando y acercando a los simbolos que hoy usamos, los cuales estaban ya definidos
en el siglo XV."Como bien sabemos el sistema de numeracién decimal, o simplemente sistema
decimal, es un sistema de numeracion posicional de base diez en el que los numeros se representan
por medio de las cifras cero (0); uno (1); dos (2); tres (3); cuatro (4); cinco (5); seis (6); siete (7);
ocho (8) y nueve (9). El valor de la cifra depende del lugar que ocupa en la representacion. Esto es
el numero de unidades que se toman de la potencia de 10 respectiva.

Un sistema de numeracién o de representacion numérica es, pues, un conjunto de simbolos y
reglas de generacion que permiten construir todos los nimeros de un determinado sistema
numeérico.

3. Sistemas numéricos

Entendemos por un sistema numérico un conjunto de nimeros dotado de algunas operaciones y
relaciones que cumplen ciertas propiedades. En esta seccion veremos algunos aspectos de los

® Tomados de OscarRamirez, 2011, Aprendizaje del Valor Posicional en Estudiantes de Grado Sexto. Trabajo Final, Maestria en
Ensefianza de las Ciencias Exactas y Naturales. Universidad Nacional de Colombia, Bogota.

7 Sobre la historia de los sistemas de numeracion nada mejor que el libro delfrah, 1985. En particular el capitulo 29 esta dedicado al
origen de los numerales hindu-arabigos.
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origenes de los distintos tipos de nimeros y sus propiedades, destacando algunas de las dificultades
epistemologicas que aparecen en la construccion de esos sistemas.

3.1 Los numeros naturales

Los primeros en estudiar los nimeros sin necesidad utilitaria fueron los pitagoricos en el siglo V
a.c. En la escuela pitagérica encontramos la primera definiciéon de nimero conocida: Un numero es
una multiplicidad de unidades.*Asi que los numeros para los pitagricos son los que hoy llamamos
naturales a partir del dos (2). Para ellos el uno (1) es el origen de los nimeros y por lo tanto no es
uno de ellos. Los ntimeros fueron usados en el comercio pero también fueron estudiados en si
mismos, y encontraron muchas de sus propiedades: par, impar, primo, perfecto, triangular, oblongo,
cuadrado, etc. Como para ellos son el principio de explicacion de la naturaleza, Todo es numero o
una relacion entre numeros, era necesario conocer sus propiedades. Con los pitagdricos comienza
lo que se suele llamar “matematica pura”: el estudio de la matematica independientemente de sus
aplicaciones. Este trabajo era dejado para los intelectuales, para los nobles, las aplicaciones
correspondian a los esclavos.

Con el objetivo de estudiar las propiedades de los nimeros los pitagoricos los representaron por
medio de puntos y segun la forma geométrica obtenida al distribuirlos se les asignaba una
determinada propiedad. Par cuando era posible dividir el “conjunto” de puntos en dos partes iguales
o en dos desiguales e impar cuando solo era posible dividirlo en partes desiguales. Asi, dos, cuatro o
seis son pares mientras tres, cinco o siete son impares. Damos el ejemplo de seis y siete.

ooqhoo oo0000 ooo*ooo ooooo#o

Cuando al representarlos se encontraba alguna figura geométrica conocida recibian el nombre de
esa figura, de ahi el nombre de numeros figurados. Veamos algunos ejemplos:

o o o > o0 aoo 0000
T ©o©o oo o o U g5 ooo 0000
1 T 00O o oo aoo Qoo
2 T o0 oo I C c Q000
. T 3 C
4 4
Triangulares Cuadrados

8 Es la definicién que se encuentra en Libro VII de los Elementos de Euclides como varias de las definiciones de las propiedades
mencionadas.
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3 P
P
4 5
Oblongos o rectangulares Estrellados

3.2 Los origenes de la demostracion matematica

A los matematicos nos han ensefiado que para validar una afirmacion es necesario demostrarla. Y
demostrar es justificar cada paso que damos en una cadena de afirmaciones por medio de
definiciones o proposiciones ya conocidas, aceptadas, demostradas. Poco énfasis se nos hace en el
descubrimiento de conjeturas, en la observacion de regularidades. Para ser mas explicita veamos el
caso de los nimeros triangulares y su manejo por parte de la escuela pitagorica. Como sefialamos, a
través de puntos distribuian los nimeros y razonaban con ellos.

0 & @ @

8 8 @
ok e @

*k | ] | ] ke @
k k ke @

k k L ok ok o@
ok ok ke
_2x3 _3x4 _4x5
1+2= 5 1+2+3 5 1+2+3+4 5

Al observar los graficos anteriores es claro que los nimeros triangulares se obtienen al sumar los
primeros ntimeros en su orden y que al duplicarlos y ponerlos como se observa en las figuras se
obtiene siempre un rectangulo. Las afirmaciones anteriores, generalizaciones de los tres casos
observados, expresadas en el lenguaje algebraico que hoy manejamos serian simplemente
(T, =1+2+34+2 4+ 4+ny (2) 2T, = n{n+ 1) de donde resulta la expresion bien
conocida 1+ 2+3+2 +--+n = n(n+ 1)/2, primer ejercicio de induccién matematica.

Quisiera resaltar dos aspectos con el ejemplo anterior, el tipo de lenguaje usado: la representacion
grafica en un caso y en el otro el lenguaje algebraico completamente simbdlico. Por otro lado el tipo
de demostracion empirica de la época al aceptar la generalizacion con la evidencia de unos pocos
casos particulares. Las demostraciones rigurosas por induccidon matematica son recientes en la
historia de las matematicas. ° El trabajo con los numeros figurados es un excelente recurso

°Para ver la diferencia entre razonamiento inductivo e induccién matematica véase: Clara H. Sanchez, 2002, pp.197-206.
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didactico. Dejo solo un ejemplo como ejercicio. Observar las figuras que siguen a continuacion,
hallar una generalizacion y expresarla en el lenguaje algebraico.

P

* oo d ok & ®

* @ ok sk ok ok @
ok ok ek ok e

En la escuela pitagoérica encontramos los primeros ejemplos de demostracion matematica
“rigurosa”; a ellos debemos la primera prueba de la inconmensurabilidad de la diagonal de un
cuadrado con su lado (irracionalidad de raiz de dos) y el famosisimo Teorema de Pitagoras. Son
ejemplos de demostraciones de generalizaciones de evidencias empiricas que se tenian desde
civilizaciones anteriores.

3.3 Las magnitudes conmensurables y los nimeros racionales.

Para medir se requiere comparar dos magnitudes, una de ellas se escoge como unidad y para los
pitagoricos la unidad debia caber un nimero exacto de veces en cada una de las magnitudes que se
estaban comparando. A esa relacion se asignaba la relacion, razon, entre los numeros encontrados.
Asi, se denominan magnitudes conmensurables aquellas para las cuales existe una medida comun
(unidad de medida), en caso contrario se llamaban inconmensurables. Por ejemplo a la relacion
entre los segmentos AB y CD o a la relacién entre el lado del cuadrado y la del radio de Ila
circunferencia debian asociarse razones entre numeros.

A B
C

El origen de los numeros racionales esta en la razon entre numeros que se debe asignar a las
magnitudes conmensurables; los antiguos nunca le dieron a esas razones el estatus de numeros pero
si los usaron como tales en sus aplicaciones.

El primero en trabajar sobre la definicion de ntiimero racional y el estudio de sus propiedades fue
Martin Ohm en un trabajo de 1822. Hacia 1860 Weierstrass defini6 los racionales como parejas de
naturales y los negativos como otro tipo de parejas de naturales. Pero Weierstrass no considero
necesario aclarar la naturaleza de los naturales. Como veremos en otra seccion fueron esencialmente
Peano, Frege y Russell quienes se dieron a la tarea de aclarar este concepto.
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3.4 Magnitudes inconmensurables y nimeros irracionales

Los pitagoéricos intentaron encontrar una medida comun entre la diagonal de un cuadro y su lado, y
nunca la encontraron, por eso decidieron razonar por reducciéon al absurdo y encontrar una
contradiccion al suponer que si eran conmensurables. Con ello demostraron que la diagonal de un
cuadrado y su lado son inconmensurables. También supieron que la diagonal de un pentagono
regular y su lado son inconmensurables. Este es el origen de los nimeros irracionales. A la razon
entre niumeros que debia corresponder a la razon entre este tipo de pares de magnitudes se le dio el
nombre de ilogica o irracional.

La existencia de este tipo de magnitudes afecté profundamente la matematica griega. Una de las
consecuencias fue el divorcio entre aritmética y geometria, el impulso al desarrollo de la geometria
y una de las causas posibles del estancamiento entre los griegos de la aritmética y del algebra. En
cambio otras culturas como las de los hindues o los arabes, trataron los nimeros irracionales por
medio de aproximaciones y para 1500 en Europa se usaban libremente por Pacioli, Stifel, Stevin y
Cardano reconocidos en la historia por sus aportes al desarrollo del algebra y la solucion de
ecuaciones. John Wallis en 1685 en su Algebra los reconocia como nimeros en su pleno sentido.
Sin embargo fue apenas en el siglo xix que los matematicos se dieron a la tarea de encontrar una
definicion de ellos independiente de cualquier sistema de numeracion. Las definiciones mas
conocidas son las de Cantor y Dedekind, publicadas en 1872."

3.5 Los niimeros negativos

Cabe a Diofanto, siglo II, aceptar los niumeros negativos en su tratado de Aritmética. Con ellos
obtiene un sistema cerrado para las cuatro operaciones del algebra, para lo cual establece las leyes
de los signos. En sus palabras deficiencia por deficiencia permite disponibilidad. Esto es,
(=) x (=) = +Establece igualmente las reglas de que hay que cambiar de signo cuando se cambia
de lado de la igualdad y la de que hay que reunir términos semejantes. Otras civilizaciones como los
hindtes o los chinos los introdujeron para representar deudas. Con rojo los haberes, con negro las
deudas, uso contrario al de la contabilidad de hace unos afios. Saldo en rojo significaba estar en
deuda. Brahmagupta hacia el afio 628 también establecid las reglas para las cuatro operaciones con
numeros negativos y Bhaskara sefial6 que la raiz cuadrada de un niumero positivo es doble, positiva
y negativa. Sin embargo no aceptaban la raiz cuadrada de un numero negativo. Todos ellos tenian
sus restricciones con respecto a ellos, no les reconocian completamente su calidad de nimeros. En
el caso de una solucién negativa de una ecuacidn, la desechaban por inconveniente. A pesar de
haber entrado los numeros negativos a Europa a través de los textos arabes, la mayoria de los
matematicos de los siglos XVI y XVII no los aceptaron como numeros, y si los aceptaban como
tales los rechazaban como soluciones de ecuaciones.

3.6 Los numeros imaginarios

Los numeros imaginarios surgieron de la necesidad de encontrar soluciones a las ecuaciones
algebraicas. El algebra tal como la entendemos hoy en dia comenzé apenas en el siglo XVI con los
trabajos de Frangois Viéte cuando propuso representar una cantidad desconocida por una vocal y
una cantidad conocida por una consonante. Descartes hard una mejora sustancial al simbolismo
algebraico en el XVII y fue uno de los primeros en pensar que toda ecuacion debe tener solucion;

10 Clara H. Sanchez, 1997.
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llamo numeros imaginarios a las raices de nimeros negativos de las ecuaciones. En su Geometria
afirmaba “Ni las raices verdaderas ni las falsas (negativas) son siempre reales; algunas veces son
imaginarias.” Se consideraban elementos ideales que resolvian el problema. Tanto Newton como
Leibniz trabajaron formalmente con ellos pero no tenian clara su naturaleza. Para 1700 los nimeros
naturales, enteros, fraccionarios, racionales y complejos eran conocidos, pero aun habia rechazo
hacia los negativos y los complejos. Euler, por ejemplo pensaba hacia finales del siglo que los
numeros negativos eran mayores que el infinito. Cardano pensaba al encontrarse con los complejos
que entre mas progresaba la aritmética se obtenian resultado inutiles como las raices de ntimeros
negativos.''

3.7 Los niumeros Complejos

Con el tiempo los nimeros imaginarios adquirieron el estatus de nimero y pasaron a constituirse en
los niimeros complejos. Su historia esta ligada al desarrollo de la geometria analitica, el algebra y el
analisis. A comienzos del siglo XIX se hizo manifiesta la importancia de estos nimeros en muchas
ramas de las matematicas. Casi simultineamente un agrimensor Wessel, un librero Argand y el gran
matematico Gauss les dieron una interpretacion geométrica la cual permitié que las operaciones
entre nimeros complejos fueran naturales desde un punto de vista intuitivo'>. Desde entonces estos
numeros han sido de la mayor importancia tanto para la matematica como para la fisica.

La interpretacion de Gauss consiste en considerar un nimero complejo de la forma @ + bi como un
punto (a, b) en el plano cartesiano, donde a es la parte real y b la parte imaginaria del complejo.
Igualmente se puede considerar como un vector cuyo origen esta en (0,07 y su punto final en (a,b).
Desde entonces se abandoné la idea de que fueran imaginarios y adquirieron su estatus pleno de
nimeros aunque conservaron su nombre.

4. Numeros “distinguidos”

Algunos numeros tienen historias particulares, se destacan seis: 0, m, +/—1, ¢, @ o el nimero aureo,

y 4/—1. Sobre cada uno de ellos se da una referencia bibliografica, lo que prueba su importancia.
Como bien sabemos hay infinitos nimeros y ellos tienen alguna caracteristica especial; de manera
muy breve nos referimos a ellos.

/2 aparece al relacionar la diagonal con el lado de un cuadrado."” Su historia consiste en hallar
métodos para hacer calculos cada vez mas aproximados a su valor. El nimeron establece la relacion
entre una circunferencia y su diametro; es el numero que mas ha inquietado a los seres humanos.
Matematicos y aficionados a la matematica dedicaron muchos esfuerzos en tratar de calcularlo
exactamente. Apenas en 1766 Lambert prob6é que era irracional y Lindemann en 1882 que era
trascendente, lo que lo hace aun més particular."

EL escocés John Napier publico en 1614 el libro titulado Mirifici Logarithmorum Canonis
Descriptioen el cual introduce el método de calculo mediante logaritmos para facilitar las

""" Gomez http://www.uv.es/gomezb/4Lajustificaciondeladeregla.pdf
12 Eves, p.479

"*Flannery, 2006.

“Bergreen, 1997.
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operaciones aritméticas con numeros grandes. La base de los logaritmos que utilizé Napier es un
nimero muy cercano al nimero e cuyo valor es aproximadamente 2,718.281.828. Pero se adjudica a
Jacob Bernouilli, el descubrimiento de la constante cuando estudiaba un problema particular del
llamado interés compuesto, e es un numero trascendente.”” El nimero ®ligado a la proporcion
aurea, es un numero mitico que se encuentra en la naturaleza, en la arquitectura en diferentes
civilizaciones, en el arte y por ello se asocia con cierto ideal de belleza. '

El nimero 0 que hoy nos parece tan natural en nuestro sistema de numeracién no fue aceptado
facilmente como numero. Aparece inicialmente como un espacio en el sistema de numeracion de los
babilonios. Ptolomeo en el Almagesto usé el simbolo 0 para indicar que habia un vacio entre las
cifras. El cero fue introducido en Europa por los arabes quienes los conocian de los indios. Fue
Fibonacci en el siglo XII quien lo utilizd por primera vez en su libro LiberAbaci. Los mayas lo
conocieron y usaron el simbolo <1L0 en su sistema de numeracion.!” Por tltimo V-1 surge de la
necesidad de encontrar un simbolismo para las raices negativas. '®

5. (Qué es un numero?

Para 1800 ya se conocian y trabajaba en matematicas con todos los tipos de niimeros a los que nos
hemos referido hasta ahora. Se tenia un criterio para diferenciar entre racionales e irracionales:
racionales eran aquellos que tenian una expansion decimal con periodo fijo, irracionales para los
cuales no existia tal periodo. Pero la definicion dependia de un sistema de numeracion; los
matematicos decidieron buscar una definicion independiente de cualquier sistema de numeracion en
aras del rigor que estaban buscando para la matematica.

La aparicion de las geometrias no euclidianas, los problemas de rigor que presentaba el uso de los
infinitesimales en analisis, y el desarrollo del algebra generaron lo que se llamoé el movimiento de
aritmetizacion del analisis liderado por Weierstrass. El fundamento de la matematica estaria en la
aritmética. Era entonces necesario responder a la pregunta qué es un nimero real.

Las respuestas encontradas por Dedekind, Cantor y el propio Weierstrass definian nimero irracional
en funcion de los nameros racionales. Estos por su lado eran los nimeros de la forma a/b donde a 'y
b son enteros y b=0."

Lo anterior generaba entonces la pregunta sobre qué es un entero, mas particularmente la pregunta
sobre qué es un numero natural. La respuesta la encontramos a finales del siglo xix y comienzos del
xx con los trabajos de Frege y Russell.

Definicion de nimero natural
En matematicas encontramos dos tipos de definiciones para un concepto matematico: explicitas o
implicitas a través de un sistema axiomatico. A continuacion daré algunas de las mas conocidas

para numero natural:

Explicitas
» Numero es una multiplicidad de unidades. (Pitagoras)

"Maor, 2009.

' Olsen, 2004.

17 Kaplan, 1999.
"®Nahin, 1998.

1 Sanchez, 1997.
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» Numero es una clase formada por todas las clases equivalentes a una clase dada. (Frege,
siglo XIX)

» Numero es cualquier cosa que sea el niimero de una clase. (Russell, siglo XX)
Implicitas
» Axiomas de Peano (siglo XIX)
Términos indefinidos: cero, nimero, sucesor
A1 Cero es un nimero
A2 El sucesor de un nimero es un numero
A3 Dos numeros diferentes tienen sucesores diferentes
A4 Cero no es sucesor de ningin nlimero
AS5 Principio de Induccién matematica
Vision de niimero
Leo Cory ha acufiado la expresion image of para mostrar la vision que una comunidad matematica
tenia sobre algin concepto en un momento dado de la historia. Esta vision da al concepto
matematico, a la teoria matematica, en estudio, un lugar dentro de ese momento.
» Todo es niimero o relaciones entre numeros. (Pitagoras, siglo V a.c.)
» Dios nos dio los nimeros naturales el resto es obra del hombre. (Kronecker, siglo XIX)

» Los numeros son creaciones libres de la mente humana. (Dedekind, siglo XIX)

Con las cuales podemos apreciar el significado del concepto de ntimero a través de la historia.
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Resumen. El Cursillo Enseriar definiciones o aprovecharlas para construir conceptos en geometria
pretende suscitar la discusion entre los asistentes sobre el papel de las definiciones en el aprendizaje
de la geometria y sugerir un enfoque para orientar el disefio de actividades para el aula (de primaria
y secundaria) que busquen favorecer procesos de conceptualizaciéon de objetos geométricos
aprovechando su definicion.

Palabras clave: Conceptos, definiciones, circunferencia, ejemplos y contraejemplos, geometria.

1. INTRODUCCION

Uno de los procesos ligados al aprendizaje de la geometria es la construccion de conceptos. Este
proceso esta en estrecha relacion con la visualizacion, el razonamiento, la representacion, la
justificacion y la resolucion de problemas y por ello debe ser tenido en cuenta para disefar
ambientes de aprendizaje de la geometria a nivel escolar. En este Cursillo vamos a ilustrar y discutir
tres aproximaciones a la conceptualizacion de objetos geométricos elementales en las que el papel
de la definicion no es el que usualmente juega en el tratamiento teorico de €stos. Méas que proponer
un acercamiento original, queremos divulgar propuestas surgidas en la década de 1980 y 1990 que
posiblemente no se conocen o no se han aprovechado lo suficiente en el disefio curricular.

El primer acercamiento tiene que ver con la construccion de definiciones a partir de la identificacion
de propiedades relevantes e irrelevantes en representaciones graficas que son ejemplos y
contraejemplos del objeto que se quiere definir. Es una via muy fructifera principalmente para el
caso de objetos geométricos con los que no se tiene mucha familiaridad. Esta propuesta fue
desarrollada por Hershkowitz y Vinner (1982). Ademas de distinguir entre el concepto imagen y el
concepto definicion, estos investigadores se dieron a la tarea de identificar Caminos Cognitivos
Comunes que sirven para identificar qué atributos son mas dificiles de identificar por parte de los
estudiantes.
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El segundo acercamiento se basa en la construccion de figuras representantes de los objetos que se
quieren conceptualizar, usando diversos instrumentos de construccion. Es una via de trabajo util
cuando se tiene cierta familiaridad con los objetos pero no se ha hecho un estudio cuidadoso de su
definicidon o de sus propiedades. Es una propuesta, sugerida entre otros por Chassapis (1999), que
puso en practica supuestos socioculturales sobre el aprendizaje, como aquel que afirma que el
conocimiento estda mediado por los instrumentos que se tienen a disposicion para acceder a él. La
propuesta ha cobrado vigencia hoy en dia porque existe la posibilidad de poner a disposicion de los
estudiantes diversos artefactos que hacen ostensivas propiedades diferentes de los objetos
involucrados.

El tercer acercamiento es propuesto por el grupo Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria de la
Universidad Pedagdgica Nacional, para el caso en el que los estudiantes tienen acceso a un conjunto
de definiciones, no necesariamente correctas, pero en alguna medida usuales, de un objeto
geométrico. Se trata de aprovechar el analisis detallado de la definicion para estudiar porqué cada
propiedad incluida en ésta es necesaria, y de esta forma proveer elementos para crear conjuntos de
ejemplos y no ejemplos de lo que se quiere definir. Este acercamiento puede darse aprovechando el
uso de geometria dinamica, el cudl se puede explotar para ilustrar que las definiciones son
arbitrarias y que ellas dependen del contexto tedrico en el que se esté trabajando.

1.1 SESION 1

El objetivo de la primera sesion del Cursillo es presentar y discutir el acercamiento conceptual a los
objetos geométricos, via el estudio de representaciones graficas del objeto que son ejemplos y
contragjemplos. A partir de un ejercicio inicial de representacion de un objeto geométrico y la
escritura de la definicion, se motivara la reflexion sobre la validez de la definicion y la distincion
entre concepto y definicion. Después se aclarardn algunos conceptos como concepto-imagen,
concepto-definicion y camino cognitivo comun. Se presentardn y discutirdn algunos supuestos
comunes sobre el papel y las caracteristicas de las definiciones en el ambito educativo y se
presentaran algunos resultados investigativos sobre el papel que juegan las definiciones en la
resolucion de problemas y algunos caminos cognitivos usuales. La sesion culminard con un
ejercicio disefiado para la formacidon de maestros por Hershkowitz, Bruckheimer y Vinner (1987) en
el que se hace evidente el papel que juegan los ejemplos y los contragjemplos en Ia
conceptualizacion de un objeto geométrico.

1.2 SESION 2

El objetivo de la segunda sesion del Cursillo es problematizar la conceptualizacion de la
circunferencia identificando cuales de sus propiedades se ponen en juego cuando ésta se construye
con diferentes materiales y qué definicion deberia ligarse de manera directa con la construccion
hecha. Para ello se propondran a los asistentes tres actividades tomadas de Artigue y Robinet (1982)
que permiten explicitar diferentes concepciones de circunferencia y la relacion de éstas con la
definicion que se institucionaliza. Para finalizar la sesion se presenta a los asistentes un conjunto de
actividades para conceptualizar un objeto geométrico en el que se combinan los acercamientos
sugeridos en ambas sesiones (Samper, Camargo y Leguizamon, 2003).

1.3 SESION3

El objetivo de la tercera sesion del Cursillo es problematizar el supuesto de que so6lo existe una
definicion para los objetos geométricos mostrando que la conceptualizacion se enriquece si se tiene
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un amplio espacio de ejemplos (Zaskis y Leikin, 2008) y se establecen relaciones entre las
propiedades que se explicitan en una definicion o en otra. Se propondra un analisis detallado de
varias definiciones de circunferencia y de cuadrado mostrando de qué manera las definiciones se
formulan en el marco de una teoria especifica, proponiendo la minima cantidad de atributos, pues
los demas se derivan de éstos, y teniendo en cuenta las dependencias mismas que se quieran resaltar
(ya sea por factores didacticos o matematicos), en el marco de dicha teoria.
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Resumen. Estudiaremos desde un punto de vista matematico los objetos y relaciones que aparecen en los
razonamientos deductivos, haciendo un estudio algebraico de ellos mediante funciones y operaciones,
generalizando el tratamiento estoico-megarico.

Como nuestro interés esta dedicado a la actividad matematica en el aula de clase, proponemos una
linea de trabajo donde el estudiante asume el rol de matematico para observar objetos ldgicos y
encontrar relaciones entre ellos. Para ello precisaremos qué entendemos por observar desde un
punto de vista matematico, mirando la matematica como una actitud, una forma de ser; de abstraer,
de pensar, de contemplar y adivinar; o en un mejor lenguaje, conjeturar, razonar, demostrar, etc.

Iniciamos con el conjunto {0, 1} definiendo la negacién como operacién unaria o con varias
alternativas como operacion binaria, concluyendo en la barra de Sheffer. En cada caso estudiamos
sus propiedades algebraicas de una lista de 39 de ellas, usando el software Algebra finita, disefiado
por el grupo de Algebra de la Universidad Pedagodgica y programado por Leonardo Angel, para
facilitar los célculos.

De las propiedades que cumple cada operacion elegimos algunas que nos sirvan de axiomas para
demostrar las demas. Con este estudio logramos caracterizar 10 estructuras algebraicas con dos
elementos.

Aprovechando la no asociatividad de la barra generamos otras operaciones como la implicacion, y
con la no conmutatividad de ésta, la implicacion reciproca, la disyuncion, etc., haciendo énfasis en
los procesos de construccion.

Seguidamente estudiamos relaciones entre los conectivos, como expresar todos en términos de unos
basicos, pasando por relaciones de distributividad, absorcion, modularidad y otras formas analogas
que también se pueden calcular con el programa algebra finita, para concluir con estructuras
reticulares y algebras de Boole.

Finalmente damos una mirada al anillo formado por los conectivos logicos vistos como matrices
2x2 con entradas en el campo (Z,, +, *).
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El Profesor de Estadistica en Escena!

Lucia Zapata
Universidad de Antioquia, luzapata@ayura.udea.edu.co

Resumen. En este curso se revisan aspectos relacionados con el conocimiento pedagogico
disciplinar del profesor de estadistica puesto en escena. Se parte de episodios reales de una clase de
estadistica para orientar la reflexion en torno conocimiento disciplinar y al conocimiento
pedagogico disciplinar del profesor de estadistica y se revisan opciones de intervencion didactica
que ayuden a los profesores a redisefiar sus clases.

Palabras clave: Conocimiento disciplinar, educacion estadistica, profesor de estadistica

1. INTRODUCCION

La sociedad actual se caracteriza por recientes desarrollos en ciencia y tecnologia y por la
abundancia de informacion en temas variados que demandan un estudiante altamente calificado que
razone criticamente, interprete informacion estadistica, interprete los juicios de los demas y tome
decisiones basado en evidencia objetiva (Batanero, 2000). Estas caracteristicas de los estudiantes
suponen profesores entrenados apropiadamente para atender las demandas de la nueva sociedad y
ello implica un profesor con un conocimiento disciplinar y un conocimiento pedagogico disciplinar
desarrollado e integrado. Es decir, un profesor que sea capaz de transformar el conocimiento
estadistico en formas accesibles a los estudiantes y adaptarlo al contexto especifico de aprendizaje.

Varios estudios en el campo de la educacion matematica han reportado la relacion entre el
conocimiento matematico del profesor y el desempefio de los estudiantes (Charalambos, 2010;
Powell y Hanna, 2006). Esta relacion parece cumplirse también en el campo de la educacion
estadistica. Es claro que el profesor de estadistica no solo requiere de un conocimiento especifico
sino también un conocimiento especializado para la ensefianza. De esta manera, el conocimiento
disciplinar de los profesores, competencia pedagogica y reflexiones profundas en el razonamiento y
desarrollo de las ideas de los estudiantes son claves para mejorar el desempefio de sus aprendices.

Actualmente en Colombia, el profesor que tiene bajo su responsabilidad la ensefianza de la
estadistica enfrenta ciertas tensiones con relacion al conocimiento disciplinar que en algunos casos
no se hacen conscientes pero estan presentes en el aula de clase. En nuestro pais, la inclusion de la
estadistica en el curriculo de basica y media es relativamente reciente. La promulgacion de los
estandares de calidad por del Ministerio de Educacién Nacional (MEN, 1998; MEN, 2003) ha
hecho oficial esta inclusion. Lo particular de este asunto es que a pesar de la inclusién en el
curriculo, los profesores actuales siguen enfrentando tensiones de como atender estas demandas en
la clase de estadistica. Esto ha ocurrido esencialmente porque se ha pensado que para mejorar la
calidad de la educacion basta con transformar el curriculo, pero poco se puede mejorar si no se
dirige la atencion a la practica del profesor. Ningtn curriculo ensefia por si mismo, y los estandares
no operan independientemente de la interpretacion profesional que se haga de ellos (Ball, 2003).

! Trabajo auspiciado por el Instituto colombiano para el desarrollo de la ciencia y la tecnologia—Colciencias—
bajo el contrato 782 de 2009 Cddigo 1115-489-25309
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Trabajar responsablemente con los estandares depende del entendimiento que se tenga de la
disciplina. El conocimiento disciplinar de los profesores es fundamental para usar materiales de
instruccion exitosamente, evaluar el progreso de los estudiantes, y tomar decisiones con respecto a
la presentacion, énfasis y secuencia del curriculo. Varios estudios han mostrado que hay una fuerte
relacion entre conocimiento matematico para la ensefianza y la seleccion de tareas, la presentacion y
la accion en el aula (Charalambos, 2010). Mejorar el aprendizaje de las matematicas de cada
estudiante esta profundamente asociado con enfatizar las oportunidades de aprendizaje de los
profesores. No se puede esperar que los profesores sepan o hagan lo que ellos no han tenido
oportunidades de aprender. El presente curso revela las tensiones de algunos profesores de
estadistica que pretenden seguir las directrices curriculares pero su conocimiento disciplinar los
limita.

Este curso corto surge en el marco de un proyecto macro en el que se estudia el conocimiento
pedagogico disciplinar del profesor de estadistica. En dicho proyecto se tiene una vasta informacion
en video de clases de estadistica de profesores en ejercicio en diferentes niveles y en diferentes
topicos. Se ha hecho una seleccion intencionada de algunos episodios de estas clases que puedan
ilustrar ciertas tensiones del profesor de estadistica en accion y que puedan orientar la reflexion en
torno al conocimiento disciplinar del profesor. Estos episodios brindan oportunidades practicas para
pensar profundamente en las implicaciones del conocimiento disciplinar y del conocimiento
pedagogico disciplinar del profesor de estadistica y ofrecen elementos para pensar criticamente en
el disefio de intervenciones didacticas. Se presenta un episodio, algunas reflexiones en torno al
conocimiento del profesor y algunas ideas para tener en cuenta en el redisefio de la instruccion.

2. EPISODIOS

a. EPISODIO 1: RECOLECCION Y REPRESENTACION DE DATOS

La profesora Carmen presentd a sus estudiantes de grado quinto de basica primaria el objetivo de la
leccion escribiendo en el tablero el logro esperado: “Recolectar datos, ubicarlos en graficas e
interpretarlos”. Luego, escribio el titulo Actividad y seguidamente hizo que los estudiantes
escribieran en sus cuadernos el siguiente enunciado: “Pregunto a mis compafieros cuanto calza y
ubico los datos en el cuadro.” Carmen dibujé entonces en el tablero un cuadro como el mostrado en
la Tabla 1 y explico a los estudiantes que debian pasar por los puestos de cada compafiero,
preguntar la talla del calzado y registrar el valor en la columna compariero con una marca vertical.
Carmen insistié que el nimero 30 en el cuadro significaba que eran 30 compaferos y que cuando
llegaran a 30 marcas debian parar de preguntar. Carmen anunci6 a los estudiantes que tendrian
alrededor de quince minutos para recoger los datos. Con este anuncio los estudiantes empezaron su
accion, recolectando la informacién de sus compaiieros.

Tablal: Cuadro dibujado por Carmen en el tablero

Talla Compafiero Total
33
34
35
36
37
38

30
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Una vez los estudiantes terminaron la recoleccion de datos y los ubicaron en el cuadro sugerido,
Carmen anuncio6 que los ubicarian en un grafico. Carmen dibujo6 en el tablero una linea horizontal y
una linea vertical que se cortaban como formando el primer cuadrante de un plano cartesiano, e
indicd que en el eje horizontal se ubicaria la talla y en el eje vertical la cantidad de alumnos.
Carmen pretendia hacer las marcas para el eje de la frecuencia y preguntd a los estudiantes ““;cual
fue el maximo numero que les dio?”. La pregunta gener6 multiples respuestas: 30, 8, 6, 7, 9, y 10.
Carmen sistematicamente ignord las respuestas incorrectas y solo admitié las que parecian
responder cercanamente a su pregunta.

b. DISCUSION EPISODIO 1

La descripcion de la clase de Carmen es un buen ejemplo de lo que cominmente se encuentra en
una clase de estadistica de basica primaria. Sin embargo, hay algunos detalles que parecen
problematicos de la clase en términos del conocimiento disciplinar del profesor. Primero, aunque la
actividad fue de interés para los estudiantes, la forma en que esta fue propuesta redujo el potencial
en la construccion de conocimiento. El solo hecho de sugerir el cuadro para organizar los datos
condiciond a los estudiantes quienes no tuvieron ninguna posibilidad de proponer estrategias
diferentes de organizacion de la informacion.

Segundo, la clase no inicid con una pregunta estadistica y esto disminuy6 la posibilidad que los
estudiantes siguieran la ruta de razonamiento estadistico que siguen los estadisticos de profesion y
que es sugerida por varios educadores estadisticos en: (1) La GAISE: guia para la instruccion y la
evaluacion en educacion estadistica (Franklin et al., 2007; Aliaga et al.,2007) y (2) El ciclo
investigativo PPDAC: Problema, Plan, Datos, Analisis y Conclusiones (Wild y Pfannkuch, 1999;
Pfannkuch y Wild, 1998; Pfannkuch y Wild, 2000). Tercero, hubo varios aspectos que Carmen no
predijo en el disefio de la clase y que se tornaron complejos en la gestion. Por ejemplo, Carmen no
predijo que la forma de orientar la actividad podia generar diferentes conjuntos de datos en los
estudiantes que seria un potencial problema a la hora de socializar.

Reflexiones en torno al episodio de Carmen se discutieron con estudiantes de tltimo semestre de un
programa de formacion de profesores de matematicas. Estas discusiones terminaron en varias
propuestas de disefio instruccional que son congnitivamente desafiantes para los estudiantes y que
parecen responder a las tensiones enfrentadas por Carmen.

¢. EPISODIO 2: INDEPENDENCIA VERSUS EXCLUSION MUTUA

La profesora Sonia inici6 su clase de grado once con la siguiente pregunta “; Cual es la probabilidad
de que al lanzar dos dados comunes se presenten valores tal que la suma de sus puntos sea tres o tal
que su suma sea cuatro?” Después de plantear la pregunta, Sonia sugiri6 a los estudiantes encontrar
el espacio muestral de este experimento. Una estudiante construyo en el tablero las treinta y seis
parejas que forman el espacio muestal al tirar dos dados. Una vez construido el espacio muestral,
Sonia orient6 a los estudiantes a que observaran esas parejas que cumplian la caracteristica que la
suma de los puntos fuera tres y los estudiantes sefialaron las parejas (1,2) y (2,1). Sonia pregunt6 a
los estudiantes si estas parejas eran diferentes. Ante esta pregunta un estudiante respondié que en
efecto las parejas eran diferentes. Aunque la respuesta del estudiante fue correcta, no se le animo6 a
justificar su razonamiento. A continuacion, Sonia alent6 a los estudiantes a que encontraron las
parejas del espacio muestral cuya suma de puntos fuera cuatro y los estudiantes sefialaron las
parejas (2,2), (1,3) v (3,1). Se finaliz6 sumando estas tres parejas con las dos encontradas
previamente para concluir que la probabilidad por la cual se indagaba en la pregunta propuesta por
la profesora era 5/36. Es decir, cinco pares cumplian las condiciones dadas de un total de treinta y
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seis posibles parejas. Una vez encontrado este valor, la profesora Sonia sugirid una pregunta
adicional con respecto al experimento de lanzar los dados. “;Son los eventos de lanzar los dados
excluyentes o no excluyentes? Es decir, jun evento depende del otro?” Un estudiante respondid
“no” pero no se le alentd a que expusiera su razonamiento. Sonia quedo6 satisfecha con la respuesta
del estudiante y agregd “No depende del otro. O sea que efectivamente son excluyentes [...]
Cuando los eventos son excluyentes, es decir, que lanzo un dado y no tiene nada que ver que lance
este [otro]. O sea que al lanzar un dado no interfiera en nada [en el resultado del otro]”

d. DISCUSION EPISODIO 2

Esta es una situacion comunmente evidenciada en la clase de estadistica. Se han confundido los
conceptos de Independencia y de exclusion mutua. Sonia ha tratado los conceptos de independencia
y de exclusion mutua como sinénimos cuando en realidad son de naturaleza diferente. La literatura
en educacion estadistica ha mostrado que este es un error mucho mas comun de lo que parece. Los
conceptos de independencia y exclusion mutua han sido objeto de estudio de varios autores debido
a la recurrente confusion que se ha reportado en los estudiantes de probabilidad de todos los niveles
educativos (Gibbons, 1968; Manage y Scariano, 2010; Durbach y Barr, 2008). Estos conceptos
aparecen en los curriculos de secundaria y cursos introductorios de nivel universitario pero parece
que las ideas basicas que tienen los estudiantes sobre independencia y exclusiéon mutua no son
suficientes para garantizar una clara comprension de la relacion entre dichos conceptos.

La pregunta que nos compete a partir del analisis de este episodio es ;como abordar estos conceptos
en el aula de clase de matematicas para garantizar que se comprendan los conceptos y la relacion
entre ellos? Este episodio fue estudiado en un grupo colaborativo en el que particip6 la profesora
Sonia, dos educadores matematicos y un estudiante de ultimo semestre de un programa de
formacion de profesores de matematicas. El producto de este grupo fue el redisefio de la clase de
estadistica y la escritura de un articulo en el que se exponen algunas ideas para abordar la ensefianza
de los conceptos de independencia y exclusion mutua.

e. EPISODIO 3: LA MEDIANA

El profesor Manuel dijo a sus estudiantes del grado octavo que en la clase trabajarian algunos
conceptos claves en estadistica como el promedio, la mediana y la moda. Se refirié al procedimiento
para encontrar la mediana diciendo que hay dos casos: uno cuando se tiene un nimero impar y otro
cuando se tiene un nimero par de datos. Explico que cuando se tiene un nimero impar basta con
organizar los datos de menor a mayor y tomar el numero del centro. Manuel, para ilustrar con un
ejemplo, escribid en el tablero los numeros 5, 9, 12, 15 y 13 y tal cual estaban los numeros (sin
organizar ascendentemente) explicd que el valor exactamente en el medio era el correspondiente a
la mediana. Manuel encerr6é en un circulo el numero 12 indicando que esa era la mediana de ese
conjunto de datos. Para ilustrar el caso de datos pares, Manuel escribi6 en el tablero los nimeros 5,
6, 7,y 8 y dijo que los organizaria de menor a mayor y tomaria los dos de la mitad. No fue claro si
el profesor presento las cantidades organizadas a propoésito o si el orden fue producto de como la
mente genera ciertos niimeros (¢l no tenia estas cantidades escritas en su planeador sino que surgian
a medida que los iba escribiendo en el tablero). El profesor Manuel indic6 que en este caso se
sumaba el 6 y el 7 y se dividia por 2 para encontrar el valor correspondiente a la mediana que era
6,5.

Después de esta breve explicacion, Manuel propuso a los estudiantes tres listas de nimeros que
escribio en el tablero para que los estudiantes encontraran la mediana. La primera lista de datos
fueron los numeros: 5, 10, 2, 3,1, 4,7, 8,9, 12, 13. Un estudiante manifesté no entender. Ante esta
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declaracion del estudiante, Manuel dijo que pondria esos numeros en la “vida real” (se referia a dar
un contexto especifico para esos datos). Dijo “;cuantos hijos tuvieron mis abuelitos?”. A
continuacion Manuel explico que cada numero representaba los hijos que tuvieron los abuelitos en
cada una de esas familias y que el nimero cinco significaba que en esa familia los abuelitos
tuvieron cinco hijos. Luego, Manuel organizo las cantidades en el tablero de menor a mayor,
escribio la siguiente lista: 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10,12, 13, y dijo que la mediana era el nimero
exactamente en la mitad. A continuacion pidié a una estudiante que saliera a sefialar el valor
correspondiente a la mediana. La estudiante se dirigié al tablero y encerr6 en un circulo el nimero
siete. Otro estudiante preguntd “;eso es todo profesor?” a lo que el profesor afirmé: “si eso es
todo”.

f. DISCUSION EPISODIO 3

Hay varios aspectos de la clase del profesor Manuel que merecen ser discutidos. Primero, las
cantidades presentadas a los estudiantes para ilustrar el calculo de la mediana no tuvieron un
contexto mediante el cual los estudiantes pudieran dar sentido a esa medida de tendencia central.
Manuel sélo dio a la situacion el contexto de numero de hijos de las familias cuando un estudiante
manifestd no comprender; sin embargo, el contexto asociado fue bastante artificial. Ningtin dato de
los 11 que fueron dados se repitid y se sabe que la distribucion de la variable discreta niumero de
hijos sigue una distribucion cercana a lo simétrico, lo que implica valores repetidos. Segundo, las
explicaciones del profesor Manuel se caracterizaron por ser de caracter procedimental y no hubo
evidencias que la interpretacion de la mediana en el contexto particular tuviera importancia en la
clase. Es posible que el estudiante que manifestd sorpresa al encontrar que eso era todo lo que el
profesor esperaba que hicieran estuviera esperando algo mas profundo como la interpretacion de la
mediana o por lo menos hablar de las diferencias practicas de las medidas de tendencia central.
Tercero, cuando el estudiante manifestd no entender, el profesor interpretod esa apelacion como un
llamado para que el profesor hiciera el ejercicio. Actuando de esa forma el profesor razond por el
estudiante reduciendo asi el nivel cognitivo de la tarea que de hecho era una tarea simple. Cuarto, el
nivel cognitivo de las tareas fue muy basico. Las tareas propuestas fueron demasiado simples como
para ser consideradas cognitivamente desafiantes. Quinto, en estadistica muchos autores expresan
que el razonamiento estadistico inicia con una pregunta que debe ser respondida mediante la
recoleccion de datos (Franklin, y otros, 2007). En este caso los datos sucedieron primero que la
pregunta y se desperdicio toda oportunidad de llevar a los estudiantes a razonar estadisticamente.

Las discusiones con un grupo de seminario de estudiantes de ultimo semestre de un programa de
preparacion de profesores de matematicas a partir del episodio del profesor Manuel han generado
importantes resultados. Se propusieron algunas reflexiones en torno al conocimiento disciplinar y al
conocimiento pedagdgico disciplinar del profesor y se establecieron algunos principios para el
disefio de la instruccion en estadistica descriptiva. Ademds se ha conseguido una conclusion
importante con respecto a la accion de ensefiar estadistica. Ensefiar estadistica requiere habilidades
adicionales al conocimiento disciplinar. Ensefiar estadistica requiere justificar, analizar errores,
generalizar, definir e interpretar. Requiere conocer procedimientos en detalle y conocerlos
suficientemente bien para estar en condiciones de representarlos y explicarlos habilmente en mas de
una forma.

3. CONCLUSIONES

Los episodios presentados en este curso son casos reales de profesores de estadistica que comparten
las mismas tensiones de muchos profesores de estadistica en torno al curriculo y a cdmo llevar esas
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exigencias curriculares al aula de clase. Estos casos han funcionado como dispositivos para
estimular la reflexion en varios espacios académicos y pueden funcionar como dispositivos para
estimular la reflexion del profesor acerca del conocimiento disciplinar y del conocimiento
pedagogico disciplinar. Adicionalmente, el estudio de estos episodios se puede convertir en aporte
importante a la hora de disefiar intervenciones didacticas.
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ALGUNOS ELEMENTOS DE LOGICA, CONJUNTOS Y
TOPOLOGIA DIFUSAS

CARLOS ORLANDO OCHOA C.

Universidad Distrital Francisco Jose de Caldas

RESUMEN. Se consideran elementos del dlgebra presentes en 16gicas multi-
valuadas, discutiendo previamente las nociones de valor de verdad, mo-
delos y funciones conectivos; se introduce la nocién de conjuntos y
topologias difusos.

PRESENTACION

Hacia el ano 1965, Lotfi A. Zadeh introdujo las primeras ideas de una
teoria de conjuntos difusos con el objeto inicial de encontrar en las matema-
ticas modelos apropiados para el estudio de problemas complejos de control
que se presentan en la teoria de la informacion; estas ideas permitieron su-
perar la rigidez de la teoria clasica de conjuntos y en consecuencia, clasificar
objetos de un universo conocido que responden a una determinada propiedad
de manera que no solo la verifican o no, sino que la pueden verificar parcial-
mente.

En un lenguaje mas técnico, la teoria clasica de conjuntos se construye
con funciones caracteristicas que toman valores en un conjunto con dos ele-
mentos dotado de una estructura de reticulo, dichos elementos se suelen
interpretar con los apelativos de verdad (la pertenencia) y falsedad (la no
pertenencia); en las teorfas de conjuntos difusos, las funciones caracteristicas
se reemplazan por otras que toman valores en reticulos mas generales, lo que
da lugar a contar con varios grados posibles de pertenencia.

Asi, desde los albores de los conjuntos difusos, fue clara la estrecha relacion
entre la teorfa de los conjuntos difusos y la légica multi-valuada; en verdad,
el advenimiento de la teoria de conjuntos difusos, demandé cambiar la légica
a algo méas que un espectro de varios valores de verdad.

1. HACIA ALGUNOS CONCEPTOS CATEGORICOS

Es sorprendente, en principio, encontrar métodos y procesos similares en
ramas de la Matematica que por su naturaleza son esencialmente distintas;
pero a la luz de una reflexién muy juiciosa, se encuentra que los fundamentos
de un gran ndmero de teorias matematicas se construyen a partir de unos
principios generales. El estudio de esos principios corresponde a la teoria de

Key words and phrases. Reticulo, Conectivos, Adjuncién, Par adjunto, G L-monoide.
1
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Categorias. En esta fase centramos nuestra atencion en estructuras definidas
sobre conjuntos.

1.1. De los Conjuntos. El proposito de esta seccién es estudiar conjun-
tos con estructura e inherente a ello, las funciones que respetan esas estruc-
turas. De manera muy candida, se usa aqui el término conjunto, es decir,
no se exhibe la axiomatica de la teoria de conjuntos Zermelo-Fraenkel, pero
se asume que el lector tiene alguna familiaridad con este concepto, para un
estudio riguroso de esta teorfa en un primer intento puede consultarse [7] y
para un tratamiento formal a [6]. Estableciendo un punto de partida, cada
conjunto estd determinado por sus elementos; asi, el conjunto vacio que se
nota con ) no posee elementos, el conjunto {x} tiene solamente al elemento
x y se dice que es un conjunto unitario. Se usan las operaciones usuales entre
conjuntos (unién, interseccién, complemento, producto cartesiano), el con-
junto potencia p(X), notaciones estdndar para los conjuntos numéricos asf:
N para los niimeros naturales (N = {0, 1,2,...}, Z para los niimeros enteros,
R para los ntimeros reales. Tal vez sea ocioso decir que los conjuntos X e Y
son iguales si cada elemento de X es un elemento de Y y viceversa, a veces
se describe un conjunto empleando indices por ejemplo X = {z; | j € I},
en tal caso, se dice que X estd indexado por el conjunto I o que X es una
familia o coleccién con conjunto de indices I.

1.1.1. De las funciones. Una funcién es' una terna que consiste en un

conjunto X (el dominio), un conjunto Y y una relacién f C X x Y tal que
para cada x € X existe un unico y € Y tal que f(x) =y i. e. (z,y) € f; a
esta terna la notamos con f : X — Y; se dice que f es una funcién de X en
Y.

El conjunto de las funciones de X en Y se nota con Y¥, es decir,

YX={f | f: X >V}

si X =0, la relacién @ C () x Y es una funcién pues el enunciado para cada
x € (... se satisface siempre, es la funcidon nula; asi para cada conjunto X
tenemos que X? = {funcién nula}, note que §X = 0 si X £ 0.

Para cada conjunto X, se tiene la funcién idéntica 1x : X — X definida
por 1x(x) = z para todo = € X; ahora dadas las funciones f : X — Yy
g:Y — Z, la composicion de f con g es la funcion go f : X — Z definida
por go f(x) = g(f(x)) para cada z € X. Observe que para f: X — Y se

1Hay discusién en torno al concepto de funcién, para algunos como en este caso, una
funcién es, para otros una funcién hace.
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tiene que folx = f =1y o f, en otras palabras, el diagrama

1
X —— X
lyof
folx
YT’Y

es conmutativo.

1.1.2. Clases. Algunas familias son grandes para formar conjuntos, por
ejemplo, no podemos formar el conjunto de todos los conjuntos; pues si ad-
mitimos esta situacion la paradoja de Russell aparece, transcribimos parte
del problema correspondiente propuesto en [24] :

7...Comenzaremos por observar que un conjunto puede ficil-
mente tener elementos que son, ellos mismos, conjuntos, por
ejemplo {1,{2,3},4}. Esto da la posibilidad de que un conjun-
to pueda contenerse a si mismo como uno de sus elementos.
Llamamos a tal conjunto, conjunto Anormaly a cualquier con-
junto que no se contiene a si mismo como elemento, lo llamamos
conjunto Normal. La mayoria de los conjuntos son normales y si
sospechamos que los conjuntos anormales son, de alguna forma,
poco deseables, deberiamos tratar de centrar nuestra atencion
en el conjunto N de todos los conjuntos normales. Alguien po-
dria preguntarse, ;s N normal o anormal? Este es uno u otro
y no puede ser ambos. Se puede mostrar que si N es normal
entonces es Anormal, y que si N es anormal entonces es nor-
mal. Vemos de esta forma que cada una de estas alternativas
es autocontradictoria y parece ser la suposicién de la existencia
de N como conjunto, lo que nos ha traido tal impasse...”

Considerando que en Matematicas se debe laborar con familias como la de
todos los espacios topologicos, todos los espacios vectoriales..., es necesario
un concepto méas amplio que el de conjunto, es la clase. Asi, las clases son
familias que generalizan los conjuntos como sigue:

1. Cada Conjunto es una clase,
2. Cada propiedad P de conjuntos determina la clase {X | X satisfaceP }.

Las operaciones de la teoria de conjuntos pueden ser extendidas a clases, de
manera similar se pueden definir funciones de clase. En algunas circunstan-
cias, se usa el axioma de eleccién para clases, esto es, si ~ es una relacién
de equivalencia en una clase X, entonces existe una subclase de eleccion, es
decir, Y C X tal que para cada x € X existe y € Y con y ~ z.
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1.2. Constructos. Antes de exhibir la definicién, se presenta una moti-
vacion desde la teoria de grupos; esta teoria descansa sobre dos conceptos
fundamentales: grupos y homomorfismos. Un grupo (cf. [10]) es un conjun-
to G junto con una operacién *x : G x G — G que satisface los siguientes
axiomas:

Grl. x es asociativa, es decir, para a,b,c € G cualesquiera, se tiene que
a*(bxc)=(axb)xc,

Gr2. Existe un elemento neutro (bilateral) e € G tal que axe =exa=a
para todo a € G.

Gr3. Para todo a € G existe un elemento inverso (bilateral) a~! € G tal
queaxal=alxa=e.

Al grupo se le nota (G, ), pero cuando no hay lugar a confusion se escribe

G por sencillez. Cuando la operacién * es conmutativa, es decir, satisface

Grd. axb=bxa para a,b € G arbitrarios,
se dice que (G, *) es un grupo abeliano o conmutativo.

Dados (G, *) y (G, %) grupos, una funcién f : G — G es un homomorfismo
de grupos si respeta la estructura, es decir, para a,b € G es

flaxb) = fa)*[f(b),
cuando f es un homomorfismo, escribimos f : (G, *) — (G, %). Los homo-
morfismos tienen las siguientes propiedades:
2 Sif: (G %) — (G%)yg: (G#% — (H*) son homomorfismos,
entonces go f : (G, *) — (H,*) es un homomorfismo.
» Para cada grupo (G, %), la funcién idéntica 1g : (G, %) — (G, *) es un
homomorfismo.

Estas propiedades de funciones que respetan estructura se encuentran en
diversos ambientes de las Matematicas; asi, inspiran la siguiente definicién.

Definicién 1.1. Un constructo (cf. [2], [3]) o una categoria concreta de
conjuntos con estructura &, estd dada por los siguientes datos y axiomas:

Consl. Para cada conjunto X, estd definida una clase S[X], sus elementos
son llamados las G-estructuras sobre X, una G-estructura es entonces
un par X = (X, «) donde X es un conjunto y o es una estructura sobre
X, es decir, a estd en G[X]. Estos pares son los objetos de &.

Cons2. Para cada par de objetos X = (X,a), Y = (Y, 3) existe un conjunto
Mors(X,Y) C YX; a los elementos de Mors(X,Y) se les denomina
Morfismos de X en Y. Si f : X — Y es un elemento de Morg(X,Y),
se escribe f : X — Y. Los conjuntos de morfismos satisfacen:

Morl. Azioma de la Composicion, si f € Morg(X,Y) yg € Mors(Y,Z),
entonces go f € Mors(X,Z),

Mor2. Para cada objeto X = (X, ), la funcion idéntica 1x es un mor-
fismo.

Volviendo al ejemplo con que se inicid este apartado, el constructo Gr se
decribe como sigue: Para cada conjunto X, Gr[X] es el conjunto de todas las
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operaciones * que definen estructura de grupo sobre X. Ahora, si G = (G, *)
y G = (G, %) son objetos de Gr, entonces Mor(G,G) C G, el conjunto de
los homomorfismos.

1.3. Ejemplos de Constructos.

1.3.1.  El constructo Pos. Un conjunto parcialmente ordenado? es un par
(X,<) donde X es un conjunto y < es una ordenacién sobre X (cf. [5]);
es decir, < es una relaciéon binaria que satisface para todo z,y,z € X las
siguientes condiciones:

Posl. Reflexiva, para todo z, z < z,
Pos2. Antisimétrica, si x < y e y < x entonces x = v,
Pos3. Transitiva, si x <y e y < z entonces = < z,

Dados (X, <) e (Y, <) conjuntos parcialmente ordenados, se dice que f € Y
preserva el orden o que es isotona si para x1,r9 € X, x1 < xo implica
f(z1) 2 f(2).

Asi, los objetos del constructo Pos son los conjuntos parcialmente orde-
nados y los morfismos son las funciones que preservan orden. Veamos que
estas funciones en verdad satisfacen Morl. y Mor2. En efecto, sean

(X, )—=- %, 2) v g:(V,%)—(Z,0)

que preservan orden, entonces go f : (X, <) — (Z,C) tambien satisface esta
propiedad, pues dados z1,z2 € X, x1 < x9 implica f(x1) < f(x2), a su vez,
f(z1) = f(z2) implica g(f(z1)) C g(f(z2)) como se habia anunciado; por
otro lado, 1x : (X,<) — (X, <) preserva orden ya que z7 < x9 implica
I S x9.

1.3.2.  El constructo SET. Corresponde a los conjuntos y las funciones,
esto es, los objetos son conjuntos no estructurados y los morfismos son las
funciones entre conjuntos, es decir, Mor(A, B) = B4 ver que se satisfacen
los axiomas Morl. y Mor2. es un ejercicio de rutina. Note que para cada
conjunto X, la clase de las estructuras SET[X] es unitaria.

1.3.3.  El constructo Digraph. Un grafo dirigido o digrafo (cf. [4], [1]) es
un par (D, «) donde D es un conjunto y « es una relacién binaria, es decir,
a C D x D. Ahora, dados (Dy,a;) y (Dg,az) grafos dirigidos, f € D2
es compatible si para z,y € D; con zayy se tiene que f(z)asf(y). Los
grafos dirigidos son los objetos del constructo Digraph, los morfismos son
las funciones compatibles. Obsérvese que para todo conjunto X, la clase de
las estructuras es Digraph[X] = p(X x X).

QPartially Ordered Set.
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1.83.4. El constructo Vect. En este ambiente, para cada conjunto X, Vect[X]
corresponde al conjunto de todos los pares (+, ) que definen la estructura
de espacio vectorial sobre X . Dados dos objetos i. e. dos espacios vectoriales
V= (V,(+,) y W= (W, (+,%)), entonces

Mor(V,W) = {f:V — W | f es transformacién lineal} C WV

1.4. Subconstructos. Un subconstructo (cf. [1], [3]) de un constructo &
es un constructo ¥ tal que

1. Todo objeto de T es un objeto de &, es decir, T[X] C &[X] para todo
conjunto X,

2. Todo morfismo de ¥ es un morfismo de &; es decir, para objetos
arbitrarios X, Y de ¥ se tiene que

Morg(X,Y) C Morg(X, Y).

Se dice que ¥ es un subconstructo pleno si para X, Y objetos arbitrarios de
T es
Morz(X,Y) = Morg(X,Y).

Tlustramos ahora esta situacién:

1.5. Los constructos Pos y Digraph. Cada conjunto ordenado es un
grafo dirigido, pues si X = (X, <), la relacién < es un subconjunto de X x X.
Por otro lado, para X = (X, <)y Y = (¥, X), f: X — Y preserva orden si
y solamente si f es compatible, por consiguiente,

Morpes (Xa Y) = MorDigraph(Xv Y)v
asi, Pos es un subconstructo pleno de Digraph.

Question 1.2. Dado X un conjunto con n elementos, de acuerdo con lo
anterior es facil determinar el nimero de grafos dirigidos en X y esta es
una cota superior para el numero de relaciones de orden en X, discutir una
manera de contar el numero de estas relaciones en X.

1.6. El Constructo Lat. Dados (X, <) un objeto de Pos y A C X, se
dice que s € X es una cota superior de A si a < s para todo a € A; un
elemento t € X es la minima cota superior de A, si t es cota superior para A
y t < s para toda cota superior s de A; de acuerdo con la propiedad Pos2. de
conjuntos ordenados (cf. [5]), la cota superior de A es tinica cuando existe y
se escribe sup A. Dualmente, se define cota inferior de A e inf A la mdxima
cota inferior de A.

Un reticulo® es un conjunto parcialmente ordenado (L, <) en el cual cada
par de elementos a,b posee minima cota superior que se nota con aVb y
maxima cota inferior que se nota con a Ab. El elemento a V b es el mas
pequeno de todos los x € L que satisfacen a < x y b < z; el elemento
a N'b es el méas grande de todos los y € L que satisfacen y < a e y < b. Por
brevedad, a a V b se le dice extremo superiorde a y b, y a a Ab se le dice

3En lengua inglesa: Lattice.
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extremo inferior de a y b.
En [15] se exhiben los siguientes objetos de Pos que son reticulos:
= (Z1tU{0},<), donde Z" es el conjunto de los niimeros enteros posi-
tivos y < es el orden usual; < proviene de la adicién pues se define
como sigue para a,b € ZT U {0}:

a<b siiexiste ke€Z"U{0}, talque a+k=0,
en este contexto, para a,b € ZT U {0},
aVb=max{a,b} y aAb=min{a,b}.

» (Z*,=), donde =< es el orden de la divisibilidad; < se origina en el
producto pues para a,b € Z*:

a=<b siiexiste keZ" tal que ak=2»,

en este ambiente, para a,b € Z*, a Vb es el minimo comin multiplo
deayb,yaAbesel mdximo comun divisor de a y b.

Si (L, <)y (M, =) son reticulos, una funcién f : L — M que respete estruc-
tura ha de comportarse con los extremos superiores e inferiores como sigue
para x,y € L arbitrarios:

flavy)=f@)Vv i) v fl@Ay)=[fx)Afy)
asi, se tiene el constructo Lat cuyos objetos son los reticulos y los morfismos
son las funciones que respetan extremos superiores y extremos inferiores.
Obsérvese que Lat es un subconstructo de Pos; en primer lugar, cada reticu-
lo es un conjunto parcialmente ordenado, ahora si f : (L, <) — (M, <) es
un morfismo en Lat es entonces un morfismo en Pos, en efecto, si z,y € L
y se tiene que x < y, entonces x V y = y por tanto

flx) 2 fx) vV fly) = fleVy) = fy);
sin embargo, Lat no es un subconstructo pleno de Pos pues la inclucién
i:(Z*, =) — (ZT U{0},<) es un morfismo en Pos pero no lo es en Lat.

1.7. El Constructo Clat. Un conjunto parcialmente ordenado (L, <)
es un reticulo completo (cf. [5]) si para todo subconjunto A de L existe
extremo superior \/ A y extremo inferior /A A. El elemento \/ A es el menor
de todos los elementos = € L que satisfacen a < x para todo a € A, y el
elemento /\ A es el mayor de todos los elementos y € L que satisfacen y < a
para todo a € A. Dados (L, <), (M, =) reticulos completos, f: L — M
respeta estructura si conmuta? con extremos superiores e inferiores, es decir,

v =\ T v fra)=N\TA)

donde ?(A) ={f(a) | a € A} la imagen directa de A por f. Los objetos
del constructo Clat son los reticulos completos y los morfismos las funciones
arriba descritas.

4Decir conmuta es realmente una exageracién ya que \/ A y A A son elementos de L
— —
mientras que \/ f(A) y A f(A) pertenecen a M.
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Un ejemplo lo constituye la clase X de todos los subconjuntos de un con-
junto X dado, el par (pX,C) donde C es la contenencia, es un reticulo
completo ya que si A C pX entonces,

Ad=4 v Va=Ua

AcA AcA

el reticulo (Z*, <) donde < es el orden de la divisibilidad, no es completo,
pues \/ ZT no existe. Cabe anotar ademds que la condicién impuesta a f de
conmutar con extremos superiores e inferiores es bastante exigente, es para
quedarse hablando solo, pues en los ambientes de los conjuntos no siempre
se tiene ?(A NB) = ?(A) N 7(3) Por esta razén en [5] se da elegir una
de las dos condiciones, o bien que f conmuta con \/ o bien que f conmuta
con A.

De todas maneras, se obtiene que Clat es un subconstructo no pleno de
Lat, para ver esto, se considera el reticulo de los nimeros reales extendidos
R =R U {—00, +00}, la funcién f : R — R definida por:

0, si zeR,
f@)=4—00 si z=—o0,
400 si x =+

es un morfismo en Lat pero no en Clat pues f(\/R) = f(400) = +00 pero
VF(R) =0.

1.8. Isomorfismos. Cuando se estudian los objetos de un cierto con-
structo, es importante determinar cuando dos de ellos son esencialmente el
mismo; por ejemplo, en el constructo Vect dos espacios vectoriales se con-
sideran el mismo objeto si tienen la misma dimensién. Para precisar estas
consideraciones es necesario incluir la nociéon de isomorfismo; con esta in-
tencién se recuerda que una funcién f : A — B es biyectiva si es uno a uno
y sobreyectiva, o lo que es lo mismo si existe una funcién f~': B — A que
satisface

flof=1a4 y fof'=1p,

es facil probar que f~! es tinica cuando existe, en tal caso se le denomina la
inversa de f.

Dado & un constructo, un morfismo f : (X, ) — (Y, 3) es un isomorfismo
si f es una biyeccién y su inversa f~! se constituye en un morfismo de
S. Se dice que dos objetos (X, a), (Y, ) de & son isomorfos si existe un
isomorfismo f : (X,«a) — (Y,f); cuando (X, «),(Y,3) son isomorfos se
escribe (X, ) = (Y, 3). Note que un morfismo biyectivo no siempre es un
isomorfismo; por ejemplo 15+ : (Z1, <) — (Z*,<) en Pos es biyectictiva
pero no es isomorfismo porque f~! no preserva el orden.
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1.8.1. Algunos Ejemplos de Isomorfismos. En el constructo Pos, los iso-
morfismos son morfismos f : (X, <) — (Y, <) donde f es una biyeccién que
transporta la relacién < sobre la relacién < de tal modo que si z1,29 € X,

x1 Xxg siysolost f(z1) < f(xa).

En el constructo Met los objetos son los espacios métricos (M, d), los iso-
morfismos son las biyecciones continuas con inversa continua (Isometrias).

2. CATEGORIAS, UNA GENERALIZACION

En la década de los cuarenta del siglo pasado, Samuel Eilemberg y Saun-
ders Mac Lane publican el articulo General Theory of Natural Equivalence
en Transactions of the American Mathematical Society, alli exhiben un ins-
trumento para relacionar sistemas de estructuras algebraicas y sistemas de
estructuras topoldgicas (cf. [18]); la amplia gama de aplicaciones llevé a
una teorfa general, y lo que habia sido una herramienta para relacionar es-
tructuras, se torno en un medio eficiente para definirlas. Ejemplos de uso y
resultados son los obtenidos por Grothendieck y sus estudiantes cuando se
ocuparon de problemas clésicos de Geometria y teoria de niimeros en donde
se crearon y usaron nuevas estructuras incluidos los topoi. En los anos sesen-
ta Lawvere dio inicio a una labor encaminada a dar definiciones consistentes
de nuevas y viejas estructuras generando nuevas aplicaciones en légica y
ciencias de la computacién. A pesar de la potencia de esta teoria, esta tiene
como todo en la vida, criticos de la talla del ilustre René Thom, el padre de
la teoria de catastrofes, quien en [25] manifiesta no sentir mayor simpatia
por la teoria de las categorias que por la teoria de conjuntos, claro esta, el
contexto alli es una discusién en torno a la visién de la matematica y en
general de la ciencia y una aproximacion al problema de los fundamentos;
la vigencia y posibilidades de esta teoria es palpable cuando se atiende a
Roger Penrose quien en [21], despues de decir que se trata de un formal-
ismo o (armazon) algebraico basado en mociones abstractas muy primitivas
(aunque confusas)... concluye reconociendo ...no me ectranaria que estas
nociones llegasen a tener un papel importante para reemplazar los nociones
espaciotemporales convencionales en la fisica del siglo XXI. La persona in-
teresada en esta teoria puede consultar ademas al mismo Lawvere quien en
[17] inicia la discusién desde un nivel muy elemental y en un ambiente sim-
ilar al del aula de clase para tratar los temas sin sacrificar su complejidad y
exigencia.

Definicién 2.1. Una categoria (cf. [2] y [18]) consiste en una cuarteta
A = (0bj, mor,1,0) en donde:

Catl. Una clase Obj cuyos miembros son los objetos de A, tambien se les
denomina A-objetos. Con frecuencia a la clase Obj se le nota con

ObjA.
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Cat2. Para cada par de objetos (A, B) de A, existe un conjunto Mor(A, B);
a los elementos de Mor(A, B) se les denomina A-Morfismos de A
en B. Si f € Mor(A,B), se escribe f: A— B.

Cat3. Para cada objeto A de A, existe un morfismo 1y : A — A, esla
A-identidad sobre A.

Catd. Hay una ley de composicion que relaciona los A-Morfismos f €
Mor(A,B) y g € Mor(B,C) dados, un A-Morfismo gof € Mor(A,C);
es la composicion de f y g. Esta composicion estd sujeta a las sigu-
ientes condiciones:

Morl. La composicidn es asociativa, i. e. si f € Mor(A, B), g € Mor(B,C)
y h € Mor(C, D), se satisface la ecuacion

(2.1.1) ho(gof)=(hog)of.

ho
B —2+ D

RN

A= ©

Mor2. Las A-identidades actiian como identidades con respecto a la
composicion; es decir, para un A-morfismo f : A — B se verifica:

(2.1.2) lgof=f y fola=/.
B B—2.pB
f
S A
A— A A

1a

Mor3. Dos conjuntos Mor(A, B) son siempre disjuntos.

Ejemplos de categorias que no son constructos son los siguientes:
1. Cualquier monoide (M, x*,e) es una categoria con un solo objeto, es
decir, (M, x,e) = (Obj,Mor, 1,0) donde
Obj=M, Mor(M,M)={M}, 1y=e y aob=axb.

2. La categoria Mat donde los objetos son los niimeros naturales; para
m,n € N, Mor(m,n) es el conjunto de todas las matrices reales de
tamano m X n, 1, es la matriz idéntica n X n y la composicién de
matrices se define por Ao B = BA, donde BA es el producto usual
de matrices.
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Es posible ahora, considerar las categorias como objetos estructurados y
establecer relaciones entre las mismas; esos ”"morfismos” por lo menos han
de preservar sus estructuras, se denominan functores.

Definiciéon 2.2. Sean A y B categorias, un functor F' de A a B es
una funcion que asigna a cada A-objeto A un B-objeto F(A) y a cada
A-morfismo f: A— A un B-morfimo F(f): F(A) — F(A) de tal modo
que:

1. F preserva la composicion; i. e. F(go f) = F(g) o F(f),
2. F preserva los morfismos identidad; i. e. F(14) = Lpa) para cada
A-objeto A.

Cuando se tiene un funtor F' de A a B, se nota F : A — B; obsérvese
que un functor F': A — B es realmente una gran familia de funciones: una
funcién de ObjA en ObjB, otra de Mor(A, A) en Mor(FA, FA) para
cada par (A, A) de A-objetos.

Como los functores preservan identidades y hay una identificacién entre
los objetos y los morfismos identidad, la parte de la definicién 2.2 que hace
referencia a los objetos, depende, es decir, estd determinada por la parte que
hace referencia a los morfismos.

2.1. Algunos Ejemplos de Functores.

1. El Functor Identidad: Sea A una categoria arbitraria, el functor iden-
tidad 15 se define por

la:(f:A-B)=f:A— B.

2. El Functor Constante: Sean las categorias A y B y B un objeto
cualquiera de B, el functor constante de valor B es Cp : A — B
definido por

CB:(f:AHA):lB.

3. El Functor de Olvido: Para cada constructo A de los estudiados en
la seccién anterior, existe el functor de olvido O : A — SET en
donde para cada objeto A de A O(A) es el conjunto subyacente y
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O(f) es la funcién (conjuntista) subyacente de un morfismo f.

SET f

4. Si M = (M, *,e) y M = (M,%,é) son monoides y son considerados
como categorias entonces un functor de M en M es un homomorfis-
mo de monoides de M en M.

Definicién 2.3. Sea F': A — B un functor, se dice que

1. F es un functor fiel si para objetos A y A de la categoria A, la
restriccion, F : Mor(A, A) — Mor(FA,FA) es uno a uno.
2. F es un functor pleno si F' es sobre en el conjunto de los morfismos.

Complementando el ejemplo del functor de olvido, es importante observar
que se trata de un functor fiel, ademds, el codominio o meta del funtor no
siempre es SET, por ejemplo si se toma la categoria GrTOP de los grupos
topolégicos se obtienen los siguientes tres functores que olvidan estructura:

1. El functor O; : GrTOP — TOP donde se concibe GrTOP como
estructuras algebraicas sobre TOP,

2. El functor Oy : GrTOP — Gr donde el codominio es la categoria de
los grupos y se piensa GrTOP como estructuras topolégicas sobre
Gr, y

3. El functor O3 : GrTOP — SET donde se toma GrTOP como
estructuras algebraicas y topoldgicas sobre SET.

Es la naturaleza del functor de olvido quien determina la estructura, se hace
necesario traer de [2] y presentar la siguiente

Definicion 2.4. Sea X una categoria; una categoria concreta sobre X es
un par (X,0) donde A es una categoria y O : A — X es un functor fiel;
con frecuencia a O se le llama functor de olvido de la categoria concreta y
a X la categoria base de (X, O).

De la seccion 1.2 se tiene que una categoria concreta sobre SET es un
constructo.
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2.2. Categorias Topolégicas. Una categoria es topoldgica si presenta
las bondades de (TOP,Q) vista como categoria concreta sobre SET, es
decir, una categoria concreta (X, Q) sobre A es topoldgica (cf. [2]) si pre-
senta la siguiente fenomenologia:

1. Hay solucién para problemas iniciales: Si (f; : A — OX;);es es una

fuente estructurada en A, esta tiene un tnico levantamiento inicial
(fi: X — Xi)ier en X,

fi

2. Hay solucién para problemas finales: Si (f; : OX; — A);er es una
meta estructurada en A, existe un tnico (f; : X; — A);er, levan-
tamiento final en X,

3. (X,0) es completo por fibras, es decir, para cada objeto A de A, la
clase de los objetos X de X para los cuales OX = A es un reticulo
completo.

La equivalencia de las primeras dos condiciones se prueba en [2] mediante el
Teorema de la Dualidad Topoldgica, 1o mismo que la completez del reticulo
que trata la tercera condicidén; en esta tultima se discute la existencia de
elementos minimos, méaximos, minimales y maximales, conceptos valiosos y
de gran interés pero que escapan al el propésito de este trabajo.

3. ELEMENTOS DE LOGICA

Los sistemas légicos estdn basados en general por un lenguaje formal
que incluye una nocién de férmula bien formada, y en consecuencia estan
determinados bien sea semantica o sintacticamente.

Se dice que un sistema logico estda semanticamente determinado si cada
férmula bien formada tiene un valor de verdad o representa una funcién en
el conjunto de los valores de verdad.

Se dice que un sistema logico estd sintdcticamente determinado si hay una
nocién de prueba y de férmula probable, esto es, de teorema (formal) como
derivacién de un conjunto de premisas.
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Desde un punto de vista epistemologico, el aspecto semantico de la logica
cldsica precede al sintactico pues tal como se presenta en [8] un teorema o
una consecuencia formal de ciertas premisas es una propiedad que depende
solamente de la forma y las relaciones estructurales entre fomulas.

El la logica clasica se tienen dos principios fundamentales: Bivalencia y
Composicion. Por el principio de Bivalencia se tiene que cada proposicién
tiene exdctamente uno de los dos valores de verdad: L (falso) o T (verdadero)
que usualmente se codifican con 0 y 1 respectivamente; por el principio de
Composicion, el valor de verdad de cada férmula bien formada compuesta
es funcion del valor de verdad de sus componentes.

Considerando las funciones de valor de verdad que caracterizan los conec-
tivos, nos lleva a estudiar la estructura algebraica con el conjunto de valores
de verdad como soporte; por otro lado, sabiendo que todos los conectivos
clasicos son definidos a partir de la conjuncién, disyuncién y negacién, sig-
nifica que se debe considerar el conjunto de valores de verdad {0,1} junto
con las funciones min, max y 1 —. .. obteniéndose un Algebra Booleana par-
ticular. La nocién semantica de validez de una férmula bien formada H con
respecto a una interpretacién, significa que H tiene valor de verdad 1 en esa
interpretacion particular.

Las nociones de valor de verdad, interpretacién y validez se generalizan
de tal manera que la estructura de valores de verdad puede ser un &lge-
bra Booleana B = {B,A,V,%,0,1}, una interpretacién es una funcién del
conjunto de todas las variables proposicionales en B, que las funciones de
verdad para conjuncién, disjuncién y negacién son escogidos de acuerdo a
A, V,¢ respectivamente y que validez de una férmula bien formada H con
respecto a una interpretaciéon dada significa que H tiene el valor 1 de B en
esa interpretacién.

La l6gica multi-valuada solamente® cambia el principio de bivalencia; asi,
se trata de un sistema S y un lenguaje formal Lg que comprende (cf.[9]):

» Una familia (no vacfa) de conectivos proposicionales,
» Una familia (posiblemente vacia) de constantes de grados de verdad,
= Un conjunto de cuantificadores,

y la adopcién usual de definir la clase de las formulas bien formadas con res-
pecto a esas premisas sintacticas y paralelo a esto el correspondiente enfoque
semantico:

» Un conjunto (no vacio) de grados de verdad,

= Una familia de funciones de grados de verdad en correspondencia con
los conectivos proposicionales del lenguaje formal,

» Una familia (posiblemente vacia) de operaciones anulativas, i. e. ele-
mentos de los grados de verdad con una correspondencia uno a uno
entre los miembros de esta familia y los grados de verdad constantes
del lenguaje formal.

S5Esta afirmacién se hace literalmente, casi ingenua.
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= Un conjunto de funciones que interpretan cuantificadores de p(W?)
en W9 junto con una correspondencia uno a uno entre esas funciones
y los cuantificadores del lenguaje formal.

Usualmente se asume que los valores de verdad clésicos estan incluidos en
los grados de verdad de un sistema S de l6gica multi-valuada, es decir,

(3.0.1) {0,1} € W*.

3.1. De los Grados de Verdad. En general, para un sistema S de logica
multi-valuada, no hay restricciones para el conjunto W* de grados de verdad
de S; sin embargo la eleccién de W* como conjunto de ntimeros es ampli-
amente aceptada, por lo menos cuando no se estd interesado en considerar
un orden en los valores de verdad donde se puedan presentar situaciones no
comparables. En tal sentido es usual tener ademas de (3.0.1) la estructura

(3.0.2) W5 C[0,1] CR,

en este ambiente, es comun usar para los conjuntos infinitos de valores de
verdad enumerables o no enumerables los siguientes conjuntos respectiva-
mente:

(303) Wo={z€eQ |0<z2<1} 0o Wex={zeR | 0<a<1},

ahora, si se trata de caso finito, se asume que los valores de verdad forman
un conjunto de puntos equidistantes del intervalo [0, 1], esto es, para algun
entero n > 2 es

3.2. Designando Valores de Verdad. En la légica clasica se cuenta con
los valores de verdad T y L, dada una férmula bien formada, estamos intere-
sados en aquellas interpretaciones para el sistema de légica multi-valuada
en que la férmula bien formada es verdadera.

El conjunto de valores de verdad W9 de un sistema S de légica multi-
valuada incluye valores de verdad equivalentes a T y L respectivamente;
teniendo en cuenta (3.0.1) se puede pensar que 1 es equivalente a T pero
tal idea no siempre se satisface. Surge entonces la cuestion de determinar
qué valores de verdad corresponden a T; esto es en cada sistema S de valo-
res de verdad multi-valuado se tiene un conjunto D° de valores de verdad
designados en donde se asume que

(3.0.5) 1leD’CcwWs y 0¢D".

Un paso posterior, es generalizar considerando los valores de verdad co-
rrespondientes a | obteniéndose los valores de verdad designados positivos
y los valores de verdad designados negativos determinando dos conjuntos
disjuntos D5+ y D5~ tales que

D+ uUDS- CW®, y D nD =),

con frecuencia se asume que 1 € D%+ y 0 € D~
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3.3. Validez y Consecuencia Légica. Por una proposicién entendemos
una férmula bien formada en el caso de un lenguaje proposicional Lg o bien,
una férmula bien formada sin variables individuales libres de un lenguaje de
primer orden Lg; una proposicién P es valida en una interpretacion si tiene
un grado de verdad designado en esa interpretacion, y una proposicién P es
légicamente valida si es valida en cada interpretacién posible.

En esta direccion, una férmula P de un lenguaje de primer orden Lg es
valida en una interpretacion 2 si tiene designado un grado de verdad con
respecto a una valuacion de las variables individuales del lenguage. Por otro
lado; una interpretacién 2 es un modelo de una férmula bien formada P, si
esta férmula es vélida en 2, esta situacién se nota con A = P; y 2 es un
modelo para un conjunto ¥ de férmulas bien formadas si es un modelo para
cada P € X, este hecho se nota 2 |= X. Esta nocién se generaliza en légica
multi-valuada como sigue: Dados un valor de verdad o y una proposicién
P, una interpretaciéon 2 es un a-modelo de P si el valor de verdad de P en
la interpretacion 2 es igual a a o es mayor o igual que «, en verdad ambas
variantes se usan, se debe prestar atencién al contexto. A veces cuando se
trata del dltimo caso que se menciona, se prefiere decir que es un (> «)-
modelo. De esta forma, se extiende la nocién de (> a)-modelo a un conjunto
de proposiciones, es decir, una interpretacion 2l es un > a-modelo para un
conjunto de proposiciones 3 si 2 es un (> «)-modelo para cada P € X.

Basados en estos preliminares, la nocién de consecuencia légica proviene
de nuevo de dos intuiciones basicas ligeramente diferentes; se dice que una
proposicién P es una consecuencia logica de un conjunto . de proposiciones
y se escribe ¥ = P si

= Version 1 Cada modelo de ¥ es también un modelo para P,
» Version 2 Cada (> «)-modelo de ¥ es también un (> «)-modelo para
P.

3.4. De los Conectivos. Siguiendo un paralelo con el procedimimiento
clasico, en el ambiente de la logica multi-valuada se tienen los conectivos
que se describen a continuacion:

3.4.1.  Conectivos Conjuncion. Un ejemplo bien conocido de estos conec-
tivos proviene de Lukasiewicz y Gdodel, es la operacién binaria

(3.0.6) et1(u,v) =: min{u, v},
T2
et [O[5[5]1]
0 0(0]0 |0
la tabla de verdad correspondiente para Wy es % 0 % % %
5 1812
3 10151313
1 Jo[z[5]1
otro ejemplo procedente de Lukasiewicz es
(3.0.7) eta(u,v) = max{0,u +v — 1},
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T2
Let2 [O] 5[ 5[1]
0O (|0]0|0]O
y la la tabla de verdad correspondiente para W; es % 0(0]0 %
p) T2
3 10101313
1 Jol2[3]1

Nétese que en ambos casos, la definicién es independiente del ntimero de
valores de verdad. En tiempos recientes se ha considerado la conjuncién

(3.0.8) et3(u,v) =:u- v,

esto con inspiracién en el comportamiento de la conjuncién clasica y Wh;
en otra situacion, para que et3 sea cerrada es necesario que el conjunto de
valores de verdad sea infinito. Ademads de estos tres ejemplos, existe un gran
numero de estos conectivos, estas funciones son las t-normas.

Definicién 3.1. Una Operacion binaria t en el intervalo unitario [0,1] es
una t-norma (cf.]9] y [14] ) si

T1 t es asociativa y conmutativa,

T2 t es no creciente en cada uno de sus argumentos,

T3 1 es elemento neutro para t, es decir, t(x,1) = = para todo x € [0, 1].

Es inmediato que para todo z € [0, 1], ¢(z,0) = 0 pues

t(x,0) =t(0,z) < t(0,1) =0.

Desde el punto de vista algebraico, el intervalo [0, 1] con la operacién ¢ se
constituye en un monoide.

3.4.2.  Conectivos Negacion. Desde el punto de vista histérico (cf.[9]), Godel
y Lukasiewicz proponen las negaciones nongy y non; para el conjunto [0, 1]:

1sixz=0
( ) nong(x) {0 S o0, y  noni(x) x
Post propone nong para Wy,:
1six=0
(3.1.2) nong(x) = . xl _
rT— = six#0

esta tltima es considerada hoy en dia algo extrana y se tiende a excluir de
consideraciones generales. En la actualidad prevalece la siguiente definicién:

Definicién 3.2. Una funcién n : [0,1] — [0,1] es una negacion si es no
creciente y satisface n(0) = 1 y n(1) = 0. Una negacion es etricta si es
estrictamente decreciente y continua, es fuerte si es estricta y es una in-
volucion, es decir, satisface n(n(x)) = x para todo x € [0, 1].

Asi, nony no es una negaciéon para m > 2, nong es una negacién y non;
es una negacién fuerte. Otro ejemplo de negacién no estricta es

1 si 1
(3.2.1) non*(z) = S% rs
0six=1,
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toda funcién negacién n satisface nong < n < non*. Un ejemplo de una
negacién estricta que no es fuerte es

(3.2.2) nong(z) = 1 — 2,

un surtidor de negaciones fuertes lo constituye la familia de funciones
1—2

(3.2.3) ny(z) = e

donde A > —1. Esta familia fue introducida por M. Sugeno (cf.[9]); a ny
se le denomina A-complemento. Para caracterizar las negaciones fuertes se
exhibe el siguiente resultado

Teorema 3.3. Sea n : [0,1] — [0, 1] entonces,

1. n es una negacion fuerte si y solamente si existe un automorfismo ¢
del intervalo [0, 1] tal que para todo x € [0, 1] es

(3.3.1) n(z) = ¢ (1 - é()),
2. n es una negacion estricta si y solamente si existen automorfismos
¢, del intervalo [0,1] tales que para todo x € [0,1] se tiene que

(332) n(z) = (1 - §(x)).
Un resultado (cf.[9]) que relaciona las t-normas con las negaciones es,

Teorema 3.4. Sean t una t-norma continua y n una negacion estricta, para
todo x € [0,1] se tiene que t(x,n(x)) = 0 si y solo si existe un automorfismo
¢ del intervalo [0, 1] tal que para todo x,y € [0,1] es

(341)  ta,y) = 6 Neta(é(),6() v n(@) <611 - o(x)).
Una situacién tipica la presentan ety y non;.

3.4.3.  Conectivos Disyuncion. Hay dos maneras de entrar a estudiar estos
conectivos, una de ellas es reflexionar en torno a las propiedades que deben
ser satisfechas para establecer un paralelo con los conectivos conjuncién y la
otra, desde la consideracién de una conjunciéon y una negacion, incluyendo
desde luego reglas andlogas a las leyes de De Morgan; se presentaran am-
bas perspectivas. Las propiedades satisfechas por los conectivos disyuncién
corresponden a las de las t-conormas como funciones de grado de verdad.

Definicién 3.5. Una operacion binaria s en el intervalo [0,1] es una t-
conorma St

S1 Es asociativa y conmutativa,
S2 FEs no decreciente en cada argumento,
S3 0 es elememto neutro, es decir; s(x,0) = = para todo x € [0, 1].

Es claro que para todo x € [0,1], s(x,1) = 1 pues
s(z,1) =s(1,z) >s(0,1) = 1.

Desde el punto de vista algebraico, el intervalo [0, 1] con la operaciéon s se
constituye en un monoide.
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Ahora, en coneccién con las leyes de DeMorgan, se introduce una funcién
s : [0,1] x [0,1] — [0,1] a partir de una negacién n y de alguna t-norma t

(3.5.1) s(z,y) =n(t(n(x),n(y))), Vz,ye<l0,1].
o definiendo,
(3.5.2) s(z,y) = n'(t(n(z),n(y))), Vz,ye[0,1].

Ambas visiones coinciden en el siguiente resultado (cf.[9]):

Teorema 3.6. Si n es una negacion fuerte y s y t son dos operaciones
binarias relacionadas por

s(z,y) = n(t(n(z),n(y))), v,y ecl0,1],
entonces t es una t-norma y s es una t-conorma.

Es usual que se considere la negacién fuerte nonp; asi, para una t-norma
t se tiene la t-conorma:

(3.6.1) s¢(z,y)=1—-t(l—2z,1—vy), Vz,ye]|0,1],
para obtener las t-conormas mas populares

(3.6.2) vely (z,y) = max{z,y},

(3.6.3) vela(z,y) = min{l,z +y} y

(3.6.4) velg(z,y) = +y—z-y

en correspondencia con las t-normas definidas en (3.0.6), (3.0.7) y (3.0.8)
quedando para el lector la discusion y elaboracién de las tablas de verdad
en el ambiente Wjy.

3.4.4. Conectivos Implicacion. De los primeros ejemplos que aparecen de
este tipo de conectivos es la implicacién de Lukasiewicz definida por
(3.6.5) seqo(x,y) = min{l,1 — z + y},

otro ejemplo importante fue introducido por Godel, que se define

1 si <y,

(3.6.6) seqi(x,y) = {

y en otro caso.

Como es de esperarse, uno tiende a escribir las implicaciones en términos
de otros conectivos, uno de los caminos usuales es hacerlo con disyuncién y
negacién o con conjuncién y negacion, asi en el caso de (3.6.5) es

(3.6.7) seqa(x,y) = vela(nony (), y) = nony(ete(x, noni(y))),

esta coneccién es la que motiva que a vely se le llame la disyuncién (arit-
mética) de Lukasiewicz y et la conjuncién (aritmética) de Lukasiewicz; pero
en lo que concierne a seq; el intento es infructuoso, ante esto, existe otro
tipo de reduccién, es

(3.6.8) seqi(z,y) = sup{w | eti(z,w) <y}
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introducida por Gédel (cf.[9]) cuando relaciona la légica multi-valuada y la
l6gica intucionista en donde la implicacion es interpretada como pseudocom-
plemento, la situacién expuesta en (3.6.8) es equivalente a

(3.6.9) w < seqi(z,y) < et1(z,w) <y,

de donde se dice que etq, seq; forman un par adjunto, ndtese que eto, seqo
presentan el mismo comportamiento.

3.5. Hacia Una Generalizacién. Cuando se observa por ejemplo
([0,1], ety,vely),

surge de inmediato la estructura de un reticulo enriquecido con el par ad-
junto (et1,seq;) y se tiene la tendencia feliz y exitosa de considerar la es-
tructuras algebraicas que generalizan esta fenomenologia; asi, se estudia la
légica monoidal en [12] y la estructura de GL—monoide que ahora va a
centrar nuestra atencién.

Sea (L,<) un reticulo infinitamente distributivo y completo, esto es,
(L,<) es un conjunto parcialmente ordenado tal que para todo A C L el
extremo superior \/ A y el extremo inferior A A estén definidos y para todo
a € L se satisface

(3.6.10) (\/A) /\a:\/{a/\a | a€ A}y

(3.6.11) (/\A) Va=MNava | ac A}

En particular, T := \/L y L := AL son el mdximo y el minimo de
L respectivamente. Se asume ademas que 1L # T lo que significa que L
tiene por lo menos dos elementos. Un G L—monoide (ver [23]) es un reticulo
completo enriquecido con una operacién binaria ® constituyéndose en una
tripleta (L, <,®) tal que:

(1) ® es mondtona, es decir, Va, 3,7 € L a < 3 implica a @y < f®7;

(2) ® es conmutativa, i.e. Vo, €L, a® f=0® a,

(3) ® es asociativa, estoes a® (®7) = (a® ) ®~, Ya, 8,7 € L;

(4) (L,<,®) es entero, i.e. T actia como elemento unidad: a ® T = a,
Va € L;

(5) L actiia como elemento cero en (L,<,®), es decir a ® L = 1,
Va € L;

(6) ® se distribuye sobre extremos superiores arbitrarios, esto significa
que a® (V;8;) = V;(a® f;), Va € L,V{B; : j € J} C L;
(7) (L,<,®) is divisible, i.e. a < @ implica la existencia de v € L tal
que o = ®7.
Por otro lado, todo GL—monoide es residuado, i.e. existe una operacién
binaria adicional — (implicacién) en L que satisface la condicién:

(3.6.12) a@f<y<e=a<(Br—1y) VYa,B8,7€L.
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La implicacién esta dada por:
(3.6.13) ar— B=\[{AeLla®)<p},

en este punto, Usted puede comparar (3.6.8) y (3.6.9) con (3.6.12) y (3.6.13)
respectivamente®, note ademas que 3 < (a — f3).
Las propiedades més usuales de los G L—monoides, exhibidas en [23], son
(i) ar— =T = a<f;
(ii) a— (A; Bi) = Ni(a — Bi);
(iii) (V; i) — 8= \;(i — B);
(v) a® (A, 8:) = Nila® B5);
(vi) (ar—7)® (v B) S ar— f
(vii) a®@ < (a®a) V (B® P).
Ejemplos importantes de G L-monoides son las algebras de Heyting y las
MYV -algebras. En verdad (ver [19] y [13]), un dlgebra de Heyting es un GL-
monoide del tipo (L, <, A, V,A), es decir, en un dlgebra de Heyting A = ®;
ademds alli se define la negacién de z (cf. [19]) como n(x) = (x — L), con
base en la definicién de — en (3.6.12) es,

B <n(a) siysolamentesi [SAa=L1,
en un algebra de Heyting, n satisface entre otras las siguientes propiedades:
1. a < n(n(a))
2. Si a < 3 entonces n(f) < n(«)
3. n(a) = n(n(n(x)))

Por otro lado (ver [23]), un GL-monoide es una MV -algebra si
(3.6.14) (ar— 1)— 1l =a VaelL.

Asi, en una MV-algebra existe una involucién n : L — L que invierte el
orden y que se define de manera natural como

(3.6.15) n(a):=a+— 1 VaelL.

3.6. Debilitando el Reticulo L. El trabajo con G L-monoides se hace
bastante agradable gracias a su gran abanico de propiedades, entre ellas
la de incluir la implicacién (o exponencial), pero para quien estudia esta
fenomenologia, es imperativo tratar de disminuir el nimero de condiciones;
es asi que en [11], el soporte de las teorias son los reticulos cuasi-monoidales
completos; en ese contexto, un reticulo cuasi-monoidal completo o cgm-lattice
es una tripleta (L, <,®) que satisface:

1. (L,<) es un reticulo completo donde T denota la cota superior uni-
versal y | denota la cota inferior universal.

6En un algebra de Boole, se tiene que para todo x,y y z, es
z<(n(z)Vy) siysolamentesi zAz <y,

por tanto, (z — y) = n(z) Vy. En légica cldsica, cuando p y ¢ son proposiciones, p — ¢
es n(p) V q.
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2. (L,<,®) es un grupoide parcialmente ordenado, i. e. ® es una op-
eracion binaria sobre L que satisface el axioma de isotonia

a<band c<d implica a®c<bRd.

3.a<a®T, a< T ®a, paratodo a € L.

Dados los reticulos cuasi-monoidales completos (L1, <1,®1) y (L2, <2, ®2),
un morfismo ¢ entre (L1,<1,®1) and (Lg, <2,®2) es una funcién ¢ :
L1 — Lo que satisface:

ml. ¢ conmuta con extremos superiores arbitrarios.

m2. ¢(a @1 ) = ¢(ar) @2 ¢(B).

m3. ¢ preserva cotas superiores universales, i. e. ¢(T) = T.

Tenemos la categoria CQML donde los objetos son los reticulos cuasi-
monoidales completos (cqm-lattices) y los morfismos son los morfismos entre
los reticulos cuasi-monoidales completos.

Un grupoide parcialmente ordenado (L, <,®) es un clkgrupoide si ® se
distribuye sobre extremos superiores arbitrarios no vacios, i. e.

4. Para J # 0,

Vo |es=\(es v Be\au=\V(Boa).

jeJ jeJ jeJ jeJ

4. DE Los CONJUNTOS DIFUSOS

Se asume la familiaridad con la teoria de conjuntos usual tal como se trata
de plantear en la seccién 1.1, alli los subconjuntos de un conjunto dado X
constituyen el conjunto potencia pX; es facil ver que (pX,C,N,U,0, X %)
es un algebra Booleana y que sus elementos pueden ser identificados con las
funciones caracteristicas, esto es, existe un isomorfismo de conjuntos orde-
nados entre las estructuras (pX,C,N,U,0, X,¢) y ({0,1}%, <, A, v,0,1,).
Se pretende ahora extender estas nociones a las funciones con codominio un
G L-monoide.

4.1. L-Partes. Si X es un conjunto no vacio y L es un GL-monoide, el
conjunto de L-partes de X es

(4.0.16) X ={f| f: XL}

LX hereda la estructura de GL-monoide; esto es, la estructura de orden y
todas las operaciones algebraicas de L pueden ser extendidas puntualmente
a LX como sigue: Para todo f,g € L,

1. f<gsiysolosi f(x) < g(x) para todo =z € X,
2. (f@g)(z) = flz) @ g(x),

en particular, los L-conjuntos 1x y Ox definidos por

Ix(z):=T y Ox(z):=1
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para todo = € X son el maximo y el minimo en L¥X respectivamente. La
relacién f < g es una copia estandar de lo que sucede en X i. e. cuando el
conjunto subyacente de L es {0,1}, pero L puede ser usado como lo hacen
Klir y Yuan en [14] para establecer grados en que f estd contenido en g.
En primer lugar se considera el GL-monoide ([0, 1], <, ety,velq,0,1,nony),
es claro que para este caso muy particular,

L (f Ag)(z) = min{f(z),g(z)},
2. (fvg)(x) = méx{f(x),g(z)},
3. ¢f(x) =1— f(z), el complemento de f en z,

ademas, si X es finito, el cardinal de f es

(4.0.17) 1f1=" fx)

zeX

y el grado de contenencia de f en g es

(11 =Y max{0, f(z) — g(x))

zeX

(4.0.18) S(h.9) =15 f’

noétese que la suma da una medida de aquellos elementos z en donde la
relacion f(z) < g(z) no se satisface; también se tiene S(g, f), se puede
pensar en el grado de coincidencia en [0, 1]-partes, tiene el problema de
evocar la estructura (R, +,-), esto es, [0,1] es visto como subconjunto de
los ntimeros reales.

4.2. Operadores Potencia. Ahora, dada ¢ : X — Y, ¥ produce los
— «—
operadores ¢y, : LY — LY y 4 : LY — L¥X definidos por

=\ f@) y vrle)=gov
2€ % ({y})

donde E : Y — pX es el operador imagen reciproca usual. Estas ideas y
método de trabajo pueden ser extendidas como
- =
1. El operador 911, : L&*) - (&) que se nota por comodidad con )
y actia como sigue: Para todo U € LL) y para todo g € LY, es
—

1)) = Dol =V uu
9=01(f)

= X LY ; =
2. El operador ¢r1 : L") — LIE") que se nota por comodidad con v 9
y actia como sigue: Para todo U € LI y para todo g € LY, es

D2U)g) = vrrU)(g) = U o Tz ().
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b—— v x =
3. El operador ¢y, : LE") — L&) que se nota por comodidad con (R
y estd definido asi: Para todo V € LEY) y para todo f € LX, es

TN ==\ V).
f=§lﬂ_L(g)

= Iy X b
4. El operador ¢r1 : L&) — L) que se nota con 19 y se define asf:

Para todo V € L") y para todo f € LX, es

b = —
VoW)(f) = rcV)(f) =V oyr(f).
Teorema 4.1. Los parejas de operadores (?1,%2), Y (%1,32) son pares

adjuntos’ .
Demostracion. Es evidente que los cuatro operadores son morfismos de con-

_ = & Iy v
juntos ordenados. Para el caso de (91, 13) sean V € LUE") y g € LY,

entonces
i (%(V)) W=\ ©MW= \ V@ih) =)
9= (h) 9= (h)

(LX

por otro lado, sean U € L{E7) y f € LY entonces

V2 (?ﬂm) =)@ =\ ule)>ul),

$L()=0L(9)

= =
de donde se sigue que (11, 1 2) es un par adjunto. Con respecto al otro par,
sean U € L) y f € LX entonces

T (Tae0) (= ul) ~ul

ahora, si V € LEY) y g € LY, entonces

= /= = —
ma (wm) (9) = 51 V)(Brlg)) = V(h) > Vig),

bz (h)=¥r(9)

e = ]
por tanto, (11, ¥ 2) es un par adjunto. |
Haciendo las rextricciones adecuadas, un ejercicio de calistenia es estudiar

= =
el par (¢, 1 2).

7Aunque ya se ha enunciado el concepto de adjuncién, aqui lo volvemos a presentar:
Sean f: M — Ny g: N — M morfismos de conjuntos ordenados, se dice que f es adjunto
a izquierda de g, que g es adjunto a derecha de f y que (f,g) forman un par adjunto si
paraa € M y b € N se satisface f(a) < b < a < g(b). De manera equivalente, (f,g) es un
par adjunto si y solosi 1y < gofy fog<ln.
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5.  ToPOLOGIA Y GL—MONOIDES

Se pretende ahora presentar conceptos de espacios topoldgicos partiendo
desde la misma estructura reticular de GL—monoide hasta el concepto de
topologia difusa en una de sus ultimas versiones estableciendo relaciones
entre estos conceptos.

5.1. La Categoria C-HTOP. Se considera la estructura de topologia
reticular asociada a un GL—monoide (L,<,A,V,®, T, L), un subconjunto
T de L es una topologia reticular si

tl. Los extremos universales superior T e inferior | del reticulo com-
pleto (L, <) son elementos de 7,

t2. Para cada par a,b de elementos de 7 se tiene que a ® b también es
un elemento de 7,

t3. Si £ € 7 entonces \/, .z es un elemento de 7.

Cuando 7 es una topologia reticular sobre L, se dice que (L,7) es un
espacio topologico reticular.

Note que este concepto es una consecuencia de la analogia existente en-
tre las estructuras (L,<,®,V, 1, T)y (P(X),C,N,U,0,X) dada por las
relaciones

<«<C, ®@<N, VU L0, v T X

En verdad, un espacio topoldgico reticular es un objeto de la categoria C-
HTOP presentada en [22]. Un espacio topolégico reticular (L,7) es Haus-
dorff si para x,y € L existen a,b €7 talesque x <a, y<by a®b= 1.

Definicién 5.1. Sea (L,7) un espacio topoldgico reticular, se dice que un
elemento b € L es una vecindad de otro elemento a € L si existe ¢ € T tal
que a < c <b.

Example 5.2. Dado un espacio topolégico (X,T), la coleccion €, de los
subconjuntos cerrados de X es un l-monoide conmutativo residuado entero
en el que

NA4i=4, VAj=ahn||JA| vy A®B=adh(int(ANB),
J€J JjeJ J€J Jj€J
donde int y adh denota los operadores interior y adherencia respectiva-
mente. Una topologia reticular en €. es una coleccion X de elementos de
&, que satisface

» ), X €%,

» A, B € T implica que A® B = adh(int(AN B)) € T,

= 50§ C T entonces \/ e Ax = adh(Uyee Ar) € T

Finalmente, B € €. es una vecindad reticular de A € €, si existe C € T
tal gue A C C C B.
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El concepto de topologia reticular esta en estrecha relacién con el operador
de L-interior (cf. [11]), una aplicacién i: L — L es un operador interior si

il. (T) =T,

i2. a < b implica i(a) < i(b),

i3. i(a) ®i(b) <i(a®D),

i4. i(a) < a,

i5. i(a) < i(i(a)).
es facil ver que el conjunto

T={beL | b<i(b)}

es una topologia reticular; por otro lado, si 7 C L es una topologia reticular
se obtiene la aplicacién i7 : L — L definida por

ir(a)=\/{beT | b<a}
que evidentemente se constituye en un operador interior.

Question 5.3. Establezca el concepto de continuidad en espacios topoldgicos
reticulares.

5.2. La Categoria L-TOP. Dados (L,<,®) un GL-monoide, X un
conjunto no vacio; una L-topologia (cf. [11] y [20]) sobre X es un subcon-
junto 7 de LX que satisface:

ol. 1x,1p €,

02. Si f,g €T, entonces f Qg € T,

03. Si {fa}ren C 7 entonces \/ycp fr € 7.
Si 7 es una L-topologia sobre X, al par (X,7) se le denomina espacio
L-topoldgico.

Example 5.4. Sean L y M objetos de la categoria CQML y Mor[L, M]
el conjunto de todos los morfismos de L en M; cada a € L induce una

funcion:
fa: Mor[L,M] — M
¢ — ¢(a)
es claro que el conjunto n = {f, | a € L} es una M-topologia sobre
Mor|L, M].

El conjunto L — TOPx de todas las L-topologias sobre X es parcial-
mente ordenado, el orden esta determinado por la relacién de inclusién;
ademds, LX es la cota superior universal, esto es, la L-topologia discreta
en este contexto; por otro lado, si se tiene una familia arbitraria de L-
topologias sobre X, su interseccion es tambien una L-topologia, en conse-
cuencia, (L — TOPx, C) es un reticulo completo.

Question 5.5. Decir los elementos que forman la L-topologia grosera sobre

X.
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Como es natural esperar, se pueden generar L-topologias sobre X, en
efecto; dado ¢ un subconjunto de LX, de acuerdo a lo anterior, la intersec-
cion de todas las L-topologias que contienen a & es una L-topologia, es la
L-topologia generada por £ que se nota con (£). En esta direccidn, si 7 es
una L-topologia y ¢ un subconjunto de L, se dice ¢ es una subbase de
T si 7= ().

Sean (X1,71) y (Xa,72) espacios L-topolégicos, se dice la funcién 9 :
X1 — X5 es L-continua si se satisface que

{go | gem} Cm.

Es facil ver que los espacios L-topoldgicos y las funciones L-continuas forman
una categoria, se trata de la categoria L-TOP. Un ejercicio es probar la
siguiente

Proposition 5.6. Sean (Xi,71) y (Xo,72) espacios L-topolégicos, & una
subbase de T y la funcion v : X1 — Xo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. ¥ es L-continua,
2. {gov | ge &} Cm.

5.3. La Categoria L-FTOP. Dados (L,<,®) un GL-monoide, X un
conjunto no vacio; una topologia L-difusa sobre X es una funcién 7 : LX —
L que satisface:

ol. T(lx) = T,

02. Para f,gc LY, T(f)®@7T(9) <T(f®yg),

03. Para todo subconjunto {fy}xean de LY se tiene la desigualdad

AN T <T(\ B

AEA AEA

Si 7 es una topologia L-difusa sobre X, el par (X,7) es un espacio
topolégico L-difuso.

Como el conjunto X es no vacfo, LX consiste en por lo menos dos
elementos. En particular, el extremo inferior universal en (L*, <) est4 dado
por 1. Cuando tomamos el subconjunto vacio de LX y aplicamos el axioma
03, obtenemos

ol’. T(1p) =T.
Lo novedoso de esta perspectiva es que todos elementos de LX son abiertos
en algun grado, la funcon 7 expresa el grado en que esos elementos son

abiertos.
En el conjunto

L-FTOPx = {7 : LY — L | T es una topologia L-difusa sobre X},
se introduce la relacion =< como sigue:

T =T sii Ti(f) <T(f) paratoda feL~,
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observe que = es un orden parcial y en consecuencia (L-FTOP x, =) es
un objeto de Pos; cuando 77 <X 75, se dice que 77 es mds gruesa que 73 o
que 73 es mdas fina que 7;. (L-FTOPx, <) trae més sorpresas:

Proposition 5.7. (L-FTOPx, =) es un reticulo completo.

Demostracién. Es evidente que la funcién Tgs : LX — L definida por
Tais(f) =T paratodo f¢€ X
es una topologia L-difusa y es la cota superior universal (el méximo) de
L-FTOPx con respecto al orden =<; para concluir la prueba, es suficiente
mostrar que existe el extremo inferior en L-FTOP x de una familia {7;};cs
de topologias L-difusas sobre X; en esta direccion, la funcion T:1X S L
definida por
T = /\’];(f) para toda f € L%
el

es una topologia L-difusa sobre X y es el extremo inferior de la familia
{Ti}ier ]

La prueba de la proposiciéon anterior presenta un procedimiento para
obtener una topologfa L-difusa sobre X a partir de una funcién S : LX — L
cualquiera: Se considera el conjunto

3s:={7 € L-FTOPx | S(f) < T(f) paratoda fec L~}

desde luego, el extremo inferior 7s de este conjunto con respecto a = es un
elemento de 35 y es la topologia L-difusa sobre X menos fina que satisface
S(f) 2 T(f) paratoda fe LX.

Definicién 5.8. Una funcién S : LX — L es una subbase de la topologia
L-difusa T siy solo si T =17g.
Dados (X,7) y (Y,n) espacios topolégicos L-difusos; ¢ : X — Y es
LF-continua sii para toda g € LY, ¢ satisface
n(g) < 7(god).
Se relacionan los conceptos de subbase y continuidad como sigue:
Proposition 5.9. Sean (X,7) y (Y,n) espacios topoldgicos L-difusos, ¢ :

X —Y y S: LY = L una subbase para 1; las siguientes proposiciones
son equivalentes:

i. ¢ es LF-continua,
ii. S(g) < 1(go0¢) para toda g € LY.
Demostracion. Es evidente que . = 4i. Ahora para ver 7i. = 7. se considera
la topologia L-difusa 7 en Y definida por:
#(g) =7(go¢), paratoda ge LY.

Es evidente que 7 es la toplogia L-difusa mas fina que hace a ¢ LF-continua,
por tanto,
S(g) <7(g) paratoda ge LY,
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como S es una subbase de 7, la proposicion i. se sigue. |

La categoria L — FTOP incluye la siguiente informacién: Los objetos
son los espacios topoldgicos L-difusos y los morfismos son las funciones LF-
continuas; la composicién corresponde a la composicién usual de funciones
y la identidad de (X, 7) es la funcién idéntica idy de X.

Proposition 5.10. Sea O : L — FTOP — SET el functor de olvido;
entonces L — FTOP es una categoria topologica sobre SET con respecto
a O.

Demostracion. De la prueba de la proposicion 5.9, toda funcién
Y OX,7) =Y

tiene un tnico levantamiento final ¢ : (X,7) — (Y,7n) i. e. se resuelve el
problema de la topologia final; ademés, de la proposicién 5.7 (L — FTOP, O)
es completo por fibras, en consecuencia, de acuerdo con la seccién 2.2 y [2]
es suficiente con ver que para todo espacio topolégico L-difuso (Y,7n) una
funcién ¢ : X — Y tiene un tnico levantamiento inicial ¢ : (X, 7) — (Y, n);
esto es, se resuelve el problema inicial. Sea R : LX — L definida por

R(h) = \VVn(g), si h=1og paraalgin g€ LY,
N T, en otro caso.

y se considera la topologia L-difusa 7 en X generada por R (es decir,
7 es la topologia menos fina que satisface R < 7), en consecuencia 1 es
LF-continua con respecto a 7 y 7. Para ver que se resuelve efectivamente
el problema inicial, se supone ahora que hay una funcién p: (Z,¢) — (Y,n)
LF-continua y una funcién 0 : Z — X tal que p = v o 0. De la definicién
de R y de la LF-continuidad de 1 se obtiene que

R(h) < p(ho#), paratoda he L.

Como R es una subbase para 7, por la proposicién 5.9 se obtiene que 0 es
LF-continua con respecto a ( y 7, por tanto 1 es un morfismo inicial. de la
antisimetria del orden < se obtiene la unicidad de este morfismo inicial. W

6. LA CATECORIA L — FIL

Dados (L,<,®) un GL-monoide, X un conjunto no vacio; una funcién
F:LX — L esun L-filtroen X sii F satisface las siguientes propiedades:

FO. F(l1x) =T,

F1. Si f < g, entonces F(f) < F(g),

F2. Para f,g e L*, F(f)® F(9) < F(f®g),

F3. F(1y) = L.

El par (X, F) recibe el conjunto L-filtrado. De las propiedades [cf. [16]] de
los L-filtros se resaltan las siguientes,
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Proposition 6.1. Si {Fy}aca es una coleccion de L-filtros en un conjunto
fijo X, entonces la funcion F = N\ycp F : LY — L definido por F(g) =
Aoaea Fr(g) es un L-filtro en X.

En otras palabras, tenemos que la colecciéon L — FILx, de todos los
L-filtros sobre un conjunto fijo X, es cerrado bajo la formacién de extremos
inferiores arbitrarios.

Ahora, de un LAfiltro F : LX — L y de una funcién ¢ : X — Y,
obtenemos un L-filtro en Y y una topologia L-difusa sobre X como sigue:

Proposition 6.2 (cf. [16]). Si F : LX — L es un L-filtro y ¢ € Y™,
entonces

1. G: LY — L definido por G(g) = F(go ¢) para toda g € LY, es un
L-filtro.

2. Cada congunto L-filtrado (X, F) produce un espacio topoldgico L-
difuso (X, 7Tfr).

Demostracion. 1. G satisface FO ya que G(ly) = F(ly o ¢) =
ademés si g1 < g2 en LY entonces

grop < geogp = F(g109¢) < Fga09) < G(g1) < G(g2)
i. e. G satisface F1; con respecto a F2 y F3, sean ¢1,g2 en LY,

entonces
G(91) ® G(g2) = F(g10¢) ® F(g2 0 9)
S F((g100)®(92009))
=F((g1®g2) © ¢)
=G(g1 ® g2),
ademas,

G(ly) = F(1lpo¢) = F(1y) = L.

2. Si comparamos las condiciones para L-filtros y LF-topologias, ve-
mos que F1 implica 03: Sea {fy}rea un subconjunto de L¥X, en-
tonces fx < Vyea fr para todo A € A; por F1 se tiene que F(f)) <
F(Vea fr) para todo A € A, asi

A F(f) < FC\ £

AEA AEA

Ademsds, si cambiamos F3 por ol’, obtenemos la LF-topologia 7Tp
definida por

F(g), if g# 1y,
T, it g = 1. |

Tr(g) = {

Un morfismo f:(X,F)— (Y,G) entre los conjuntos L-filtrados (X, F)
y (Y, G) es una funcién f: X — Y tal que para toda g € LY,

G(B) < F(Bof).
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ALGUNOS ELEMENTOS DE LOGICA, CONJUNTOS Y TOPOLOGIA DIFUSAS 31

En esta direccién, obtenemos la categoria L — FIL donde los objetos son
los conjuntos L-filtrados (X, F') y los morfismos son los exhibidos anterior-
mente.

Asi, si tenemos un conjunto L-filtrado (X, F'), obtenemos el espacio LF-
topolégico (X, 7F); ademads, si ¢ es un morfismo entre (X, F) y (Y,G) en
L — FIL, la misma funcion ¢ es también un morfismo en L — FTOP. De
paso, también se observa que ¢ #* 1 son morfismos en L — FIL entonces
¢« # Vx. En otras palabras [cf. [16]],

Proposition 6.3. La funcion 7 : L — FIL — L —FTOP que asigna a
cada objeto (X, F) de L — FIL el objeto (X,7p) de L — FTOP, y a cada
morfismo ¢ en L — FIL el morfismo ¢, en L — FTOP es un functor fiel
entre la categoria L — FIL de los conjuntos L-filtrados, y la categoria
L — FTOP de los espacios L-Ftopoldgicos.

De la caracterizacion de la fidelidad dada en [2] tenemos que todo epi-
morfismo ¢ : (X,F) — (X,F) en L — FIL, considerado como una flecha
T-estructurada (7 (), (X, F)) es generating. Sin embargo, el functor 7" no
tiene adjunto. Para ver esto, consideramos el conjunto X = {a,b} y el ob-
jeto 2 = ({0,1}, <, A, V) de la categoria CQMUL. Los objetos de la fibra
sobre X en 2 — FIL son (X, F};) donde, para las funciones caracteristicas
XA

1. Fy : 2% — 2, definida como Fy(xa) =1 paraA=X y Fi(xg) =0
para B € 2%, B # X,
2. Fy:2% — 2, definida como Fy(xa) =1 para A=X o A=1{a}, y
F>(xp) =0 para B={b} o B=10,
3. F3:2% — 2, definida como F3(xa)=1 para A=X o A={b}, y
F3(xB) =0 para B=1{a} o B=1{.
Los objetos de la fibra sobre X en 2F — TOP son (X, 7f,), donde 7, i=
1,2, 3, son las LF-topologias asociadas a cada uno de los L-filtros anteriores,
y 74 : 2% — 2, definido por 74(x4) = 1 para todo A € 2%,

Si existiera un functor adjunto F para 7, se tendria la siguiente propiedad

para L-filtros y LF-topologias:

F(r)< Fe 1< T(F)
y, €n consecuencia:
F(r)=N\{FeFILx | < T(F)}
pero en nuestro caso, tenemos que
F(r)=N\{FeFILx | s <T(F)} = \0,

i. e. F(74) no existe. Sin embargo, 7 conmuta con extremos inferiores
arbitrarios i. e. si {(X, F)\)}xea es una familia de conjuntos L-filtrados en
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32 CARLOS ORLANDO OCHOA C.
Xy Aaea(X, F\) = (X, Ayer Fr) = (X, F) entonces

T(N\ (X, R) =T(X,F) = (X,Tr).
AEA

Dado un conjunto unitario Y = {p} (cf. [16]), vemos que hay un isomorfis-
mo entre LY y L, donde, en particular, 1y y T estén identificados. En
este contexto podemos definir el L-filtro F: LY ~ L — L como sigue:

1, sig#ly,

F =
(9) T, sig=ly.

Ademas,

Proposition 6.4. El conjunto L-filtrado (Y,F) es un objeto terminal en
L — FIL.

Demostracion. Sea (X, F') un conjunto L-filtrado, existe una unica funcién
¢: X —Y; veamos que ¢ produce un morfismo en L — FIL. Para g € LY
tenemos que g =1y o g # ly; si g # 1y entonces

F(g) = L < F(go9),
si g =1y entonces F(g) = T, por otro lado, go ¢ = 1x, luego
T=F(g)<F(go0¢)=F(lx)=T
y la conclusion se sigue. |

Es facil ver que (Y,7r) es un objeto terminal en L — FTOP por tanto,
el functor 7 preserva objetos terminales.
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Mesa Redonda:

Desafios en la formacion matematica

Olga Lucia Leon C.;

olleon@udistrital.edu.co
Profesora Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Resumen. La mesa “Desafios en la formacién matematica” pone sobre el tapete la necesidad de
reflexionar sobre ;qué matematicas enseflar, y como enseflarla, en cada uno de los niveles de
formacion de nuestros nifios y jovenes? y como debemos prepararnos los profesores, tanto de las
licenciaturas como de las carreras profesionales, para fortalecer el proceso ensefianza-aprendizaje
de las matematicas en nuestro pais. La reflexion proviene de cuatro contextos vinculados a la
experiencia cientifica, formativa y profesional de las matematicas, e identifica factores que hacen
necesaria una accion que vincule en primera instancia, la experiencia de la Sociedad Colombiana de
Matematicas, de la Asociacion Colombiana de Matematica Educativa y de las Universidades
formadoras de profesores y de matematicos, y que se oriente a generar estrategias que fomenten
elementos de nuestra cultura matemadtica asegurando no sélo una matematica para todos, sino
también equipos de profesores y profesionales vinculados a la matematica y su educacion. Debemos
asumir conjuntamente el reto de evaluar nuestros programas curriculares, nuestra forma de ser
como educadores matematicos y de proponer al Ministerio de Educacion los ajustes necesarios para
que la ensenanza de las matematicas esté de acuerdo con los avances de las ciencias, de la cultura y
de los retos que nos impone el siglo XXI.

Palabras clave: Cultura matematica, formacion matematica, experiencia matematica, Sociedades,
Asociaciones y Universidades.

! Coordinadora y moderadora de esta Mesa Redonda, en la cual participan los profesores: Carlos H. Montenegro E.,
Presidente Sociedad Colombiana de Matematicas; Gloria Garcia O., Presidenta Asociaciéon Colombiana de Matematica
Educativa y Clara Helena Sanchez, Profesora Universidad Nacional de Colombia.
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1. INTRODUCCION

La reflexion que instala la mesa reconoce un contexto internacional que desde la Declaracion Final
de la Conferencia Mundial de Educacion 2009, identifica entre los 40 aspectos de Ia
“Responsabilidad Social de la Educacion Superior” vinculados a recomendaciones de: acceso,
calidad, equidad, internacionalizacion, globalizacion, regionalizacion, aprendizaje, investigacion e
innovacion; las recomendaciones 11y 17:

e 11: Nuestra habilidad para alcanzar los objetivos de la educacion para todos esta dependiente
de nuestra habilidad para dirigirnos al problema mundial de la escasez de profesores. La
educacion superior debe ampliar la formacién de docentes, tanto inicial como en el empleo,
con planes y programas de estudios que den a los docentes capacidad de dotar a sus alumnos de
los conocimientos y competencias necesitan en el siglo XXI

e 17: Mayor énfasis en las area de ciencias y tecnologia, ingenieria y matematica como también
en ciencias sociales y ciencias humanas es vital para nuestras sociedades

Son recomendaciones que recogen la situacion particular en lo que concierne a las matematicas y su
educacion en Colombia y hacen prioritario atender el “Llamado a la Accidén” presente en la misma
declaracion, del que resaltamos como uno de lo dinamizadores para la accion de los miembros de
esta mesa los literales d, f, g y j:

e d) ampliar la formacién de docentes, tanto inicial como en el empleo, con programas que les
capaciten para hacer de sus estudiantes ciudadanos responsables;

e f) Garantizar la igualdad de acceso de grupos que no estan representados ahora como
trabajadores: los pobres, las minorias, los discapacitados, migrantes, refugiados y otros
sectores vulnerables de la poblacion.

e g) Desarrollara mecanismos para contrarrestar el impacto negativo de la fuga de cerebros
mientras se incrementa la movilidad académica de los funcionarios y estudiantes.

e j) Perseguir objetivos de equidad, calidad y éxitos desarrollando caminos de entradas mas
flexibles para asegurar un mejor reconocimiento de un aprendizaje previo y la experiencia
de trabajo

Los anteriores elementos indican no so6lo los desafios reconocidos globalmente cuando se piensa
una educacion para todos, sino también identifican acciones que por su magnitud exigen esfuerzos
conjuntos de diferentes entidades preocupadas o caracterizadas por su funcion social de apoyar el
desarrollo de la educacion en el pais

Tanto la Sociedad Colombiana de Matematicas, como la Asociacion Colombiana de Matematicas
Educativas, en su caracter de entidades no gubernamentales, comparten entre sus propositos el
mejorar la ensefianza de las matematicas y durante mas de 10 afios de existencia cada una ha
acumulado una experiencia sobre las necesidades de la formacion matematica de nuestros
ciudadanos, evidencias de los grandes problemas vinculados a la educacion y al desarrollo de lo que
llamamos una cultura matematica en nuestro pais,.

De otra parte, desde la trayectoria desarrollada en la Universidad Nacional en su programa de
formacion de matematicos y desde la reciente experiencia de las universidades Pedagogica
Nacional, Distrital Francisco José de Caldas y la Universidad del Valle en su programa de
doctorado interinstitucional en educacion y en particular en su énfasis de Educacion matematica, se
destacan otro tipo de evidencias vinculadas a problematicas de formacion profesional y de
investigacion. Problematicas que se vinculan a la redefinicion de la Universidad como el espacio
privilegiado para la reflexion y como dispositivo de accion transformadora de contextos sociales.

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica Septiembre 8, 9y 10 de 2011 Bogota, Colombia 160



La mesa ademas de presentar las reflexiones que surgen de cada uno de los cuatro espacios
mencionados con respecto al desafio de consolidar en el dia a dia de la historia del pais, una forma
de ser que desde la experiencia matematica se integre a la forma de ser: niflo, joven, adulto y
anciano en nuestra sociedad.

2. LA NECESIDAD DE UNA CULTURA MATEMATICA EN TODOS Y CON TODOS.

Cuando se considera que las matematicas son transculturales y que sus desarrollos son validos en
todas partes por la misma naturaleza abstracta de las matematicas, también se generan procesos
interpretativos de los resultados provenientes de las matematicas, y su desarrollo en las micro
culturas sociales. Esa relacion entre lo considerado culturalmente neutro y lo considerado
culturalmente auténomo tiene entre otros efectos el originar retos a los sistemas educativos y a las
organizaciones sociales vinculadas al desarrollo integral de los ciudadanos de un pais. Los retos
nacionales comparten el desafio internacional de estructurar una cultura matematica con todos,
rescatando la idea de que todas las culturas se involucran en las actividades matematicas y lo que se
denomina cultura matematica es el consolidado de todos los aportes que provienen de diferentes
fuentes culturales.

El reto de reconocer que todos aportan y que con todos se construye una cultura matematica, se
analiza en la mesa desde las necesidades identificadas en cada espacio de experiencia de los
invitados. Se propone responder a la pregunta esencial vinculada al desafio de una cultura
matematica en todos y con todos: ;Cuales son las exigencias para desarrollar tal tipo de cultura
matematica desde nuestro contexto local?

3. LOS DESAFiOS PARA LAS ENTIDADES GUBERNAMENTALES Y NO
GUBERNAMENTALES PREOCUPADAS POR DESARROLLAR UNA CULTURA
MATEMATICA EN TODOS Y CON TODOS.

Las tradiciones administrativas y las exigencias sociales configuran formas de ser y de actuar de las
instituciones educativas y de las organizaciones sociales vinculadas a la difusion y fortalecimiento
de conocimientos y practicas cientificas y sociales. Los tipos de entidades convocados en esta mesa
comparten en su naturaleza, el ser espacios de accidon y reflexion, vinculados a la formacion
matematica y al desarrollo de la matematica en el pais, se comparte ademas la responsabilidad
social de identificar el impacto social de nuestras instituciones y sus acciones en la formacion
matematica de los ciudadanos y en el desarrollo social y cientifico del pais

El reto de responder al momento historico nacional, y de vincularse a los desarrollos que este
llamado exige, plantea el desafio de consolidar desde acciones institucionales una forma de estar en
el pais, una forma de actuar y cooperar interinstitucionalmente para responder al llamado de unas
matematicas en todos y con todos. Este desafio sera analizado desde las condiciones de realizacion
de las entidades representadas en la reflexion.

4. HACIA UNA ESTRATEGIA CONJUNTA

Como efecto de la reflexion instalada por la interaccion de los participantes de la mesa sobre cada
uno de los puntos anteriores. Se pretende, como un resultado de la mesa, la formulacién de una
accion conjunta que desarrolle una estrategia que plantee el desafio de actuar en forma cooperativa
y de manera interinstitucional con el fin de buscar una educaciéon matematica con todos.
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Mesa Tematica 1:

Transicion de la Educacion
basica y media a la Educacion
superior en Matematicas

Dificultades epistemologicas, cognitivas,
sociologicas, culturales y didacticas

Eliécer Aldana Bermudez
eliécerab@uniquindio.edu.co
Universidad del Quindio

Resumen. Para muchos de los estudiantes que cursan matematicas en su carrera universitaria, la
transicion de la educacion basica y la media a una educacion superior les genera dificultad en el
aprendizaje de esta disciplina. La finalidad de este escrito es identificar las dificultades relevantes
en esta etapa de transicion, plantear las posibles causas y determinar algunas acciones que puedan
ayudar a mejorar la situacion.

1. INTRODUCCION

La transicion de la educacion basica y media a la educacion superior es diferente en cada pais (e
incluso dentro del mismo hay diferencias entre las instituciones educativas), a pesar de que se
tengan establecidos los estandares en matematicas en la educacion basica y media, como es el caso
en nuestro propio contexto. Pero independiente del contexto, esta transicion supone muchas mas
dificultades para los estudiantes que cursan matematicas en diferentes carreras.

El problema de la transicion de la educacion basica y media a la superior ha sido considerado, por
ejemplo, en el volumen de la UNESCO “New trends in mathematics teaching”, en el que se
plantean este tipo de dificultades, Guzman De et al. (1998). Asimismo este topico ha sido discutido
en algunos escenarios como en los congresos 4 y 6 del ICME; pero, a pesar de todo esto, la
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transicion de la educacion basica y media a la educacidon superior en matematicas, sigue siendo un
problema para muchos de los estudiantes que ingresan por primera vez a una carrera universitaria

La experiencia como estudiante y como docente en estos niveles de la escolaridad me han permitido
recoger algunas evidencias que ponen de manifiesto las dificultades que implica la transicion de un
nivel a otro. En primer lugar, aquel que puede ser en parte el origen de las dificultades encontradas
en las matematicas de la universidad: Dificultades ligadas con la manera de como presentan los
profesores las matematicas en el nivel universitario y como organizan los contenidos de la
signatura; dificultades provenientes de cambios en la forma de pensar acerca de las matematicas en
niveles superiores; y dificultades surgidas por la falta de instrumentos apropiados para aprender
matematicas.

Aunque las dificultades en esa transicion de la educacion basica y media a la educacidon superior en
matematicas (Guzman De et al., 1998) se presentan en la mayoria de los estudiantes universitarios,
tanto de los que son especializados en matematicas como de los que cursan otras carreras, estas
dificultades se agudizan mas en aquellos que cursan otras carreras universitarias, donde el eje
vertebral no son las matematicas.

En segundo lugar, desde el punto de vista de los estudiantes, estos son algunos de los comentarios
que ellos ponen en evidencia cuando se les pregunta sobre la transicion de un nivel a otro en
matematicas y las dificultades que implica este proceso: “No estamos acostumbrados a este tipo de
examenes y al desarrollo abstracto; hacen falta conceptos previos basicos en la construccion del
nuevo concepto; no esta claro lo que se espera de nosotros en relacion con lo que se ve en la clase;
no se nos indica qué es lo esencial de los temas y qué es lo secundario; los profesores son muy
abstractos, no se muestran ejemplos mas concretos; el tiempo de clase no es suficiente para
aprender todos los contenidos, por lo que tenemos que estudiar mucho por nuestra propia cuenta;
algunos profesores universitarios no se preocupan por lo que entendemos o no; la mayoria de los
profesores no entienden que no comprendemos todo; es dificil para un profesor hacernos entender
algo que para ¢l es evidente; el paso del colegio a la universidad no es duro, lo que es dificil es el
cambio de metodologias en los profesores; y algunos profesores son excelentes matematicos, pero
no tienen herramientas didacticas que les permita hacerse entender”.

Como puede notarse, los comentarios que ponen de manifiesto los estudiantes tienen que ver con el
mismo estudiante, el docente, y el método.

2. DIFICULTADES EPISTEMOLOGICAS Y COGNITIVAS

Existe un salto conceptual en relacion con los contenidos matematicos ensefiados cuando se llega a
la universidad. Las matematicas aqui se hacen diferentes por el aumento y la profundizacion en los
conocimientos; en ambos casos estan relacionadas con las habilidades y técnicas necesarias para
manipular nuevos objetos, es decir, para pasar de proceso a objeto matematico, conocida como la
teoria de la reificacion de Sfard (1991, 1992). Esta transicion tiene que ver con el paso de un
pensamiento matematico elemental a un tipo de pensamiento matematico avanzado; en el primero
“los conceptos matematicos se describen, mientras que en el segundo los conceptos matematicos se
definen” (Azcarate y Camacho, 2003: 141). Por tanto, el estudiante experimenta unas dificultades
sustanciales cuando pasa a la universidad, porque los conceptos dejan de ser nociones matematicas
tratadas como procesos dinamicos, acciones, algoritmos, a una concepcion en la cual los conceptos
matematicos son vistos como objetos abstractos estaticos Sfard (1991).
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3. DIFICULTADES SOCIALES Y CULTURALES

Este tipo de dificultades son vistas especialmente desde el punto de vista institucional, al respecto
Bosch, Fonseca y Gascon (2004), citados por D'Amore y Godino (2007), afirman que el problema
del paso de la secundaria a la universidad puede ser explicado a partir del analisis de practicas
matematicas que se llevan a cabo en las instituciones. De otra parte, el tamafio de los grupos en la
universidad puede ser muy grande, generalmente en el primer afio; para muchos estudiantes, este es
un cambio con respecto al colegio: mientras que algunos se integran facilmente, otros no lo logran.
Asimismo, las relaciones con el profesor son mas distantes y en algunos casos, éste dispone de poco
tiempo para atender a los estudiantes. Ademas, en otras ocasiones, se presenta la competencia
cultural del tener que sacar la mejor nota, y en esta atmosfera competitiva, la atencion de los
estudiantes se concentra en aprobar los examenes y no en aprender. Algunos estudiantes que han
logrado tener acceso a la universidad necesitan de una relacion mas personalizada con su profesor,
pero la estructura de la universidad hace casi imposible este contacto. Otra dificultad es la que
presentan los estudiantes que tienen matematicas como asignatura optativa, en cuyo caso se
desestima el rol de las matematicas con respecto a su carrera futura, a tal punto que muchos de ellos
esperaban no tener que estudiar matematicas.

4. DIFICULTADES DIDACTICAS

En este apartado nos preguntamos ;cual es el punto en la ensefianza de los profesores en el nivel
universitario, que es la causa de las dificultades experimentadas por los estudiantes? Esta claro que
algunas de estas dificultades proceden de la forma que han tenido los estudiantes de practicar y de
aprender matematicas en la educacion basica y media.

Al respecto, estas son algunas consideraciones que involucran a los profesores : Falta de habilidades
didacticas “conozco la asignatura y eso es suficiente”; falta de modelos adecuados e innovaciones
en la ensefanza: la clase sigue siendo del estilo el profesor habla y el estudiante toma nota; algunos
profesores no han repensado como las herramientas informaticas pueden ser utilizadas en el
desarrollo de varios topicos en matematicas; la ausencia de metodologias apropiadas a cada
asignatura; poca atencion a las diferencias individuales; falta de retroalimentacion para constatar lo
que el estudiante ha aprendido de lo que el maestro ensefid, y falta de herramientas para la
evaluacidn, puesto que un componente crucial del proceso de aprendizaje de las matematicas es
recurrir a la forma adecuada de evaluar el trabajo de los estudiantes, diseflado para su beneficio y
evaluacion.

En este sentido hay quienes afirman que el fracaso escolar en el estudio de las matematicas en los
primeros cursos de universidad radica en las “contradicciones y discontinuidades- o cambios
bruscos- entre los contratos didacticos institucionales vigentes en las instituciones universidad y
secundaria” (D" Amore y Godino, 2007: 202-205).

S. POSIBLES ACCIONES PARA SUPERAR ESTAS DIFICULTADES

Algunas de las acciones que se presentan a continuacion tienen que ver con aspectos institucionales
que rodean la transicion, mientras que otras son de caracter pedagogico, de acuerdo por lo planteado
por Guzman De et al. (1998):

Establecer un mayor didlogo entre profesores de educacion media y superior; proporcionar a los
estudiantes actividades orientativas; por ejemplo, elegir el camino apropiado en la perspectiva de
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una carrera universitaria; proporcionar a los estudiantes ayuda individualizada, creando por ejemplo
un “centro de ayuda al estudiante en matematicas”; publicar informacion de experiencias
pedagogicas de otras instituciones que hayan sido significativas; cambiar el contexto de la
transicion; por ejemplo, tener un nivel de profundizaciéon mayor en los cursos de la educacion
media, para asi llegar a la universidad con un nivel mas cercano al estilo de ensefianza; crear un
contexto propicio para el desarrollo de la facultad, porque las universidades tiene la responsabilidad
de proporcionar a sus miembros un contexto que fomente el desarrollo pedagodgico; orientar a los
estudiantes para que utilicen los recursos, ya que toda la informacién no puede venir del profesor en
la clase y deben estar preparados para buscar las fuentes de consulta; cambiar la cultura de los
profesores y de los estudiantes de cémo se ensefian y como se aprenden las matematicas; por
ejemplo que los profesores utilicen diferentes técnicas de ensefianza que ayuden a los estudiantes a
desarrollar formas de aprendizaje, y que los estudiantes interioricen que las matematicas son
importantes, porque muchas de las conexiones entre las ciencias y las matematicas incluyen
conceptos que se comprenden desde las matematicas; establecer un mejor dialogo entre
matematicos y usuarios de las matematicas; crear acciones meta cognitivas; por ejemplo, un
estudiante puede auto diagnosticar sus dificultades, preguntar a sus tutores, optimizar sus recursos
personales, organizar su conocimiento y aprender a usarlo; y disminuir la cantidad de contenido y
captar a los estudiantes en un conocimiento mas profundo y adecuado.

Estas acciones tienden a establecer una conexion entre la educacion basica y media a una educacion
superior sin abandonar los conceptos fundamentales, el rigor cientifico y el nivel de profundizacion
en cada uno de ellos.
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JArticulacion o Desarticulacion?

Gloria Inés Neira Sanabria
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Resumen. En esta ponencia se describird grosso modo la disposicion curricular de las matematicas
en el colegio, para contrastarla con la formacion matematica béasica que se presenta en primeros
semestres de universidad de la mayoria de carreras universitarias, centrandonos en algunos ejemplos
especificos del hacer, del pensar, propios de la educacion superior.

Se espera que lo aqui presentado, contribuya de alguna manera, a mejorar el proceso de ensefianza y
aprendizaje escolar de las matematicas y, en particular, facilite el paso de la Secundaria a la
Universidad, o por lo menos se aprecie la importancia de esta tematica, se promueva la discusion
que concierne a todos los actores que intervienen en el sistema educativo, y en particular a las
facultades de educacién y a las instancias decisorias de politicas educativas, y que permea el debate
acerca de cual es el papel que queremos darle a las matematicas en la escuela en la formacion basica
y media.

Palabras clave: Formacion matematica, educacion basica, educacion media, universidad.

1. INTRODUCCION

En el transito obligatorio que se lleva a cabo de la educacion basica y media del colegio a la
educacion superior de la Universidad, es posible detectar algunas variables que configuran la
articulacion o desarticulacion de estos dos estadios en la formacion de los estudiantes.

Variables que podriamos categorizar en distintos niveles: unas que provienen de la edad o etapa en
el desarrollo de la personalidad de los estudiantes que se ven abocados a este paso, y que explican o
dan cuenta de ese necesario cambio de mentalidad y actitud de una adolescencia suelta a una mas
establecida en cuanto al rol que tienen que desempeifiar en la Universidad.

Otras variables como la motivacion por el estudio, el manejo de su propio tiempo, el manejo de su
“libertad”, de su autonomia, incluso manejo de dinero. En el colegio, la motivacion por el estudio es
externa, mediada y provista por los maestros, en contraste con una motivacion intrinseca o tacita,
dado que se presupone, va a la Universidad a estudiar la carrera que ha elegido libre y
conscientemente.

Otras variables en cuanto al cambio mismo de la Instituciéon escolar: en el nuevo ambiente ya no
hay coordinadores, ni directores de grupo, ni observadores, hay una relaciéon con los adultos
mediada por el conocimiento, por la formacion, por reglas de juego distintas en cada uno de los
cursos que hacen parte de su plan de estudios. Variables todas estas interesantes y fundamentales a
la hora de describir con profundidad y rigor este paso descrito y que, sin embargo, no seran el
punto de reflexion en este escrito, pues este se va a centrar en lo que cambia en la formacion
matematica en esa transicion del colegio a la Universidad.
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1. DESARROLLO

Curricularmente el modo en que ocurre la instruccién en la escolaridad institucional' es dos cursos
de algebra en 8° y 9° grado y un curso de calculo en grado 11, es decir se presenta el algebra como
un dominio, unas practicas, anteriores al calculo, y no solo anteriores sino como pre-requisito para
entrar a ¢l posteriormente. De facto se encuentra un 10° grado que configura un elemento o estadio
de transicion escolar, que no tiene ninguna razoén ni matematica ni pedagdgica, sino solo de
tradicion escolar.

En primer semestre en la universidad, el estudiante debe tomar un curso de calculo diferencial para
el cual es necesario, aunque no suficiente, un buen dominio del algebra. Incluso hay universidades
que han incluido un curso de Fundamentos de matematica o matematicas basicas, repaso del algebra
y de las funciones, para suplir los vacios que puedan presentarse antes de entrar a un curso formal
de calculo. Historicamente también se desarrolld primero el algebra y posteriormente el calculo.
Asi que en este primer acercamiento, paso o transicion significa el camino que ha dado tanto la
humanidad como la escuela en la adquisicion y ordenamiento de ciertos contenidos aceptados
universalmente como basicos en la educacion, particularmente en el algebra y el calculo escolar.

Nos interesa la transicion del algebra al calculo en el sentido de lo que cambia, con respecto al
algebra, semantica, sintactica, semioticamente para el estudiante una vez que entra formalmente al
mundo del calculo, en el primer semestre de universidad. Pero no solo cronolégicamente, sino
también en qué momentos, en qué tematicas, con cuales situaciones se esta presentando ya una
irrupcion de elementos constitutivos del calculo. Transicion que puede ser cognitiva, lingiiistica,
curricular, semidtica, pero no se esta hablando ni desde el punto de vista antropoldgico, ni desde el
punto de vista del analisis del discurso.

1.1 TENSIONES

Hay multiples tensiones entre el analisis real, el calculo escolar, la geometria escolar, la geometria
analitica escolar, el algebra abstracta, el algebra de bachillerato, la aritmética de los reales, la
aritmética de los racionales, la aritmética de los enteros, la aritmética de los naturales, entre lo
discreto y lo continuo (y en la mitad, lo denso), entre lo finito y el infinito actual (y en la mitad, el
infinito potencial).

Hay algunos aspectos en los que la notacion del calculo parece la misma del algebra escolar, pero
no lo es, como se ve ante todo por la ausencia de la composicion, por el entendimiento del
exponente (-1) como reciproco, no como inverso de la funcién, por el uso del apdstrofe para la
derivada, por la manera de entender las igualdades que empiezan por “y =...” como funciones, por
la yuxtaposicion de letras sin indicar multiplicacién en los nombres de las funciones (como “Inx”).
Se afirma que se trata de un registro semiotico diferente para un sistema conceptual diferente.

La principal operacion binaria analitica es la composicion de funciones, operacion que no figura en
el algebra de bachillerato. Los elementos u objetos del analisis no son los niimeros racionales y
. . 253
reales, sino las funciones reales de valor real. En noveno grado no aparece X X |y el resultado
I3 5 6 . . . yo. .
sera  x~,0,x  ? Son pues muy diferentes de los objetos de la aritmética generalizada.

Respecto a la relacion continuo-discreto (al interior de la aritmética, del algebra y del célculo), en la
mitad hay una zona gris: lo denso, o la densidad. En lo discreto estdn los conjuntos finitos, los
numeros naturales y los enteros; luego se llega a los racionales positivos Q+, que son densos, y de

! Asi es en nuestro pais y guardando las proporciones la organizacion curricular es similar en la mayoria de paises del
mundo, por lo menos en cuanto al orden en los cursos de algebra y el calculo.
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alli se llega a los racionales Q. Luego se trata de capturar el continuo (linea, region) a través de lo
discreto y lo denso, fundamental para construir el calculo.

Generalmente se viene trabajando en el algebra de bachillerato con ciertas funciones muy limitadas:
la funcion cuadrado, la funcidn cubo, las funciones lineales y las funciones afines o de grafica lineal
(que se confunden frecuentemente con las lineales). No se consideran las funciones constantes
como funciones, sino como constantes. La funcion idéntica no se utiliza como funcion, tal vez
“porque no hace nada”. La x se considera como incdgnita, como variable, o como indeterminada,
pero no como funcion.

No es conveniente confundir la funcion, tomada como operacion o transformacion, que es un objeto
activo, con su grafo, que es un objeto pasivo propio de la teoria de conjuntos. Se perderia el aspecto
activo de la funcién y no se podria hablar de la diferencia entre el conjunto de salida y el dominio,
ni de la diferencia entre el conjunto de llegada y el recorrido, rango o codominio. No habria
diferencia entre funcion parcial vs. funcion totalmente definida, ni entre funciéon en vs. funciéon
sobre o sobreyectiva. Menos conveniente todavia es confundir la funcidon con su gréfica cartesiana.
La una es un elemento u objeto analitico, y la otra es un elemento u objeto geométrico.

Al preguntarnos:;Qué requiero para acceder al calculo? las posibles respuestas involucran
entidades como: funciones, numeros reales, infinito, aproximaciones, continuidad,
vecindades, entre otras, conceptos que tienen sus propios problemas de conceptualizacion y de
representacion. Citemos algunas:

e Con respecto a las funciones, vale la pena anotar aqui las dificultades que tienen los
estudiantes para pasar de un registro semidtico de representacion a otro, y para articular los
distintos registros de representaciones semiodticas (Duval 1992,1998) y reconocer en todos
el mismo objeto matematico. Por ejemplo, se rechaza la funcion real constante de valor 4 si
se presenta en la forma y=4, porque lo que existe en el estudiante es una asociacion de la
funciéon con su formula dependiente de x; o de funcién como variacion, en cambio si se
presenta graficamente por la asociacion recta= funcidn se presentan menos errores.

* En cuanto a los Numeros Reales, algunas investigaciones (Artigué, 1995), muestran la
tendencia de los estudiantes a asociar el numero real con la aproximacion que de €l nos da la
calculadora, y también han detectado situaciones arraigadas en los estudiantes de college y de
primeros semestres de universidad, como que entre 3,25 y 3,26 no hay ningun numero, o que

3,138 es mayor que 3,4, o que (3,4) g 9,16; situaciones que muestran la complejidad de
estos referentes.

e Respecto a los limites, Tall (1993) presenta algunas justificaciones interesantes de los
estudiantes. Por ejemplo la concepcion de que el limite de la sucesion 0.9, 0.99,
0.999,...debe ser menor que /; que 0.9, 0.99, 0.999 no tiende a 1 pero tiene limite 1 (porque
tiende a tener la propiedad de 0.9999 que nunca puede pasar del limite 1).

Para entrar en el mundo del calculo es necesario enriquecer la vision de los estudiantes sobre la
nocion de igualdad y desarrollar nuevos métodos para probar igualdades. En este punto, es
interesante notar que una reconstruccion similar de la nocion de igualdad fue puesta en evidencia
por la investigacion didactica, en la transicion del pensamiento numérico al pensamiento algebraico.
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En el algebra, para demostrar que dos expresiones son iguales, se razona por equivalencia: se
transforma la escritura a(x) = b(x) en una sucesion de escrituras ai(x)=bi(x) hasta obtener dos
expresiones idénticas. Lo mismo se hace en el tratamiento de las ecuaciones y de las

inecuaciones. Mientras que en el cdlculo, se hace un encaje con la proposicién ' & >0, la-b

/< € , Lo cual ha de llevar a comprender que para demostrar que en la vecindad de un punto «,
f(x) < g(x), no hay que resolver la inecuacién, sino encontrar un intervalo de centro a donde
tal desigualdad se pueda garantizar, mediante aproximaciones y estimaciones. Se pasa de
razonamientos por equivalencias sucesivas a razonamientos por condiciones suficientes.

La entrada en el mundo del calculo obliga también a los estudiantes a reconstruir objetos
matematicos ya familiares pero en otros mundos: la nocion de tangente nos proporciona un caso
prototipico de tal reconstruccion. En la ensefianza bachillerato, los alumnos encuentran primero esta
nocion en el contexto del circulo. La tangente es un objeto geométrico que posee propiedades
especificas: * no corta al circulo, ¢ Lo toca en solo un punto, * en el punto de contacto es
perpendicular al radio. Todas estas propiedades son globales y no tienen nada que ver con la idea de
direccion comun.

2. CONCLUSIONES

El paso de las matematicas de Secundaria a las matematicas de la Universidad plantea un problema
complejo. Como lo afirma Gascon et al (2004), su esclarecimiento requerird el desarrollo de la
investigacion didactico-matematica y ésta necesitara la participacion ineludible de toda la
comunidad matematica.

La formacion de profesores reflexivos en la disciplina matematica y en la epistemologia de las
matematicas, sobre la naturaleza de los objetos de estudio de las diferentes especialidades es
fundamental, la capacitacion, actualizacion e innovaciéon son necesarias pero no suficientes
para cualificar cada vez mas la practica profesional docente: se requiere la vigilancia
epistemolégica de la que han hablado varios pensadores, volvernos maestros investigadores
del hacer presente, cada clase, cada estudiante, lo cual a su vez requiere un cambio profundo
de la estructura curricular de nuestro sistema educativo.

Finalizo citando ideas de Brousseau (1994), quien postula que para ampliar y mejorar su
tarea, los investigadores en matematicas deberan interesarse por aquella parte de su actividad
relativa a cOmo las matematicas se comprenden, se comunican y se prueban. Basandose en esta
nueva concepcion de las matematicas (que incluye como actividades matematicas las relativas
a la comprension y a la comunicacion), Brousseau formula la tesis de que la diddctica de las
matemadticas llegard a ser plenamente parte de las “matemadticas”.

... /Queda abierta la discusion!
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Mesa Tematica 2:

Conocimiento didactico del contenido
matematico en la formacion de profesores

Edgar Alberto Guacaneme S.

Universidad Pedagogica Nacional, Bogota, guacaneme@pedagogica.edu.co

Jorge Orlando Lurduy Ortegon

Universidad Distrital “Francisco Jos¢ de Caldas”, Bogota, jolurduy@udistrital.edu.co

Resumen. Se aborda la discusion acerca de como, en los programas de formacion inicial de
profesores de matematicas, se gestiona su educacidon en relacion con el conocimiento didactico del
contenido matematico. Para ello, los formadores de profesores presentan sus experiencias y
reflexiones.

Palabras clave: educacion de profesores de matematicas, conocimiento del profesor de
matematicas, conocimiento didactico del contenido matematico, Didactica de las Matematicas

PRESENTACION GENERAL

A partir de las reformas legislativas relacionadas con los programas de formacion inicial de
profesores, generadas al final del siglo XX y en la primera década del XXI, se han dado cambios
importantes en los programas de formacion inicial de profesores de Matematicas; por ejemplo, se
han incluido o realzado en las estructuras curriculares algunos componentes del conocimiento del
profesor que no estaban en los primeros planos; quiza sea este el caso de la Diddctica de las
Matematicas.

Infortunadamente, hasta el momento no ha habido una descripcion de como esta disciplina se
articula y funciona en las licenciaturas que buscan formar profesores de matematicas. Asi, conocer
el estado y tratamiento que las licenciaturas dan a la Didactica de las Matematicas (o si se prefiere,
al Conocimiento didactico del contenido matemdatico) como componente del conocimiento del
profesor, se convierte en una necesidad para la comunidad de formadores de profesores.
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La version veinticuatro del Coloquio Distrital de Matemdticas y Estadistica se constituye en un
evento académico por excelencia para abocar este asunto y, en este sentido, acoge a los directores o
profesores de las licenciaturas en Matematicas, licenciaturas en Educaciéon Basica con Enfasis en
Matematicas o licenciaturas afines, para que a través de una ponencia describan algunos aspectos de
la(s) estrategia(s) curricular(es) que en su respectivo programa de formacion se emplean para
promover la apropiacion de lo que en la comunidad internacional se ha venido conociendo como el
conocimiento didactico del contenido matemdtico por parte de los futuros profesores de
Matematicas.

Volver al indice Mesas de Trabajo
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El analisis historico epistemologico
como herramienta para la
formacion de profesores y los
procesos de enseianza de la matematica

Jhon Bello, Alberto Forero, Erika Ariza, Daniel Cifuentes, Yenny Gaviria'
Universidad Distrital Francisco José de Caldas, ghema.udistrital@gmail.com

Resumen. Este documento pretende caracterizar el analisis historico —epistemoldgico como recurso
para la ensefianza de los objetos matematicos y su relacion con la formacion de profesores,
estableciendo una postura didactica que permite al docente investigar desde el conocimiento y las
ideas matematicas que pretende trabajar. De igual manera, le ofrece al profesor de matematicas una
mirada dindmica de la matematica y su historia, permitiéndole encontrar algoritmos, estrategias,
heuristicas y relaciones que lleven a dar sentido a los objetos y convirtiendo a la historia en una
herramienta a tener en cuenta para la ensefianza de la matematica.

DESARROLLO CONCEPTUAL

En el desarrollo de la caracterizacion de un estudio histérico — epistemologico, tendremos en cuenta
lo planteado por Campos (2004) acerca de un estudio epistemologico de la matematica, desde el que
se realiza un analisis teniendo en cuenta cinco aspectos tales como: la génesis, la estructura, la
funcion, el método y los problemas. La génesis la consideramos importante, ya que brinda
elementos al docente acerca del surgimiento y desarrollo del conocimiento matematico. La
estructura permite resolver cuestionamientos acerca de diversas problematicas en el campo
matematico. La funcion, reconoce el surgimiento de los conceptos matematicos desde las
necesidades y desde el contacto del hombre con su entorno, aplicando lo encontrando en pro de
facilitar sus labores; por lo cual se hace indispensable llevarlas a espacios de formaciéon como una
disciplina de gran interés y aplicabilidad. El método, entendido como las formas de proceder para
lograr la construccion de un concepto, que tiene un caracter epistémico, relacionado con la
naturaleza de la demostracion, relacion matematica y la experiencia, entre otros.

Estos aspectos contribuyen en nuestro estudio histoérico - epistemoldgico ya que nos daran grandes
luces desde la postura matematica, sin embargo se caracteriza la matematica como una disciplina;
llevando esta discusion al plano de la educacion, se reconoce que los docentes deben estudiar,
analizar y reflexionar acerca de los objetos, relaciones y demas elementos inmersos en la

" GRUPO DE ESTUDIO GHEEMA: Grupo de estudio en historia y epistemologia de la matematica para la formacion
de profesores de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas, Proyecto Curricular Licenciatura en Educacion Basica
con Enfasis Matematica.
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matematica que le permita posteriormente concebir procesos de ensefianza, esta postura se relaciona
directamente, con el uso que segun Bernardo Gémez (2003) se le da en investigacion a la historia de
la matematica. Este autor apoyado en Filloy (1999), indica que es posible tomar elementos de la
historia de la matematica para el aprovechamiento en la didactica, esto considerando que la historia
hace parte de su comprension, desde algunos enfoques como: “la perspectiva historica”, “los
obstaculos epistemologicos” y “la reproduccion de la historia”.

En el primero, considera algunos problemas surgidos en el transcurso de la historia para que los
estudiantes los resuelvan. En el segundo, se identifican los obstaculos surgidos en transcurso de la
historia y permite realizar un analisis reconociendo los cambios por época surgimiento haciendo
adaptaciones para ser llevadas al aula. En la tercera se pretende identificar etapas en el desarrollo de
alguna nocidn aparentemente bien definidas, las cuales deberan ser superadas por los estudiantes en
su etapa de aprendizaje. Con estas, relacionan directamente el analisis historico epistemoldgico con
los procesos de ensefianza, pues se reconoce que se pueden incorporar elementos de la historia y su
analisis, sin asumir que estos aspectos seran los mismos o se reproduciran en el aula.

Dichos planteamientos, permiten indicar que al hablar de una estructura se involucran
conocimientos previos, obstaculos, representaciones, desarrollos historicos, argumentos, y demas
aspectos que permitan al docente hacer una analisis mediante el cual adquiera herramientas que lo
lleven a valorar la actividad matematica del estudiante, necesaria en el aula para la construccion del
significado de la matematica y asi mismo poder caracterizar los procesos de enseflanza que
conduzcan a considerar la matematica no como un conjunto de conceptos, sino como una red o
sistemas de practicas sociales (consideradas por Godino 2003) que permiten direccionar la
ensefianza de las matematicas hacia la resolucion de situaciones matematicas y en otros campos.

Al puntualizar el analisis de la matematica y la ensefianza de la misma desde el planteamiento de
Campos y Gomez respectivamente, se puede hacer una caracterizacion de los objetos matematicos
con profundidad, encaminandolos a la educacidn, y desde el reconocimiento de los elementos de
significado que propone Godino (2003), partiendo de aspectos como el lenguaje ((términos,
expresiones, notaciones, graficos, ...) en sus diversos registros (escrito, oral, gestual, ...)), las
situaciones problema (aplicaciones extra-matematicas, tareas, ejercicios, ...), proposiciones
(enunciados sobre conceptos, ...) y argumentos (enunciados usados para validar o explicar las
proposiciones y procedimientos, deductivos o de otro tipo, ...), centrado en los momentos historicos
que fundamentan los objetos, lo cual se puede relacionar con los procesos de ensefianza, al hacer un
estudio de los objetos matematicos como referencia para luego establecer objetos de ensefanza.

De acuerdo con Godino(2003) en el proceso de ensefianza de los objetos matematicos reconocidos
como emergentes en practicas sociales, “es necesario elaborar modelos teoricos que traten de
articular las dimensiones semiotica, epistemologica, psicologica y sociocultural en educacion
matematica”, de esta manera, un analisis epistemoldgico es algo esencial para la didactica de las
matematicas, pues resulta dificil estudiar procesos de ensefianza si no se tiene claro como se define
0 surgié un objeto matematico, esta preocupacion es recopilada en “El programa epistemologico”
Gascon (2001).

Algo importante en los procesos de instruccion en matematicas es que un concepto no se puede
reducir a una mera definicion matematica como lo menciona Godino (2003), partiendo de la
concepcion constructivista social de la educacion (Ernest, 1993) se requiere de la comprension
semantica y pragmatica de un objeto, es decir, la naturaleza de los conceptos, las proposiciones, su
dependencia de los contextos, y situaciones-problemas de cuya resolucion provienen.

Desde la didactica de las matematicas resulta importante la idea de significado de Sierpinska (1994)
porque determina que "Comprender el concepto sera entonces concebido como el acto de captar su
significado”, lo cual implica una sintesis de significados relacionados a elementos particulares de la
"estructura" del concepto, captados en actos de comprension.
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Un programa de investigacion para la didactica de la matematica implica estudios epistemologicos,
disefio de situaciones didacticas y estudio de las condiciones que tienen la reproductibilidad de las
situaciones, asi mismo Sierpinska y Lerman (1996) indican que “el disefio de las situaciones
didacticas relativas a un concepto matematico dado se orienta a la construccion de su génesis
artificial, que simulara los diferentes aspectos actuales del concepto para los estudiantes, y que, sin
reproducir el proceso historico, conducird a resultados similares”

Desde la postura de la teoria de las funciones semioticas, cuando existe la preocupacion por llegar a
dar significado a un concepto matematico, se debe guiar el proceso a la indagaciéon de su naturaleza,
la reflexion ontologica y epistemologica sobre la génesis personal y cultural del conocimiento
matematico. El estudio del significado permitira dejar de hablar de los conceptos como entidades
ideales, de ver las proposiciones como la descripcion de tales objetos sino como instrumentos que
llevaron a la transformacion de proposiciones empiricas, permitiendo reconocer que la matematica
constituye un quehacer humano, sistemas de practicas, resultado del tratamiento, procedimientos,
reflexion, lenguaje simbdlico y teoremas dados a situaciones problema de la realidad y de la
matematica, que a su vez han permitido la evolucion del objeto matematico.

Los objetos matematicos, como lo indica Chevallard (1992) se deben considerar como objetos
institucionales, pues son emergentes del sistema de practicas sociales asociadas a un campo de
Problemas, sin embargo, Vergnaud (1990) indica que "Un concepto no toma su significado en un
solo tipo de situaciones y una situacion no se analiza con ayuda de un s6lo concepto".

Para poder aludir a la comprension de los objetos matematicos se requiere de una mirada a varias
tendencias, desde una vision puramente histérica, Vygotsky (1934) sugiere la prioridad analitica y
genética de los factores socioculturales que influyen en los procesos psicoldgicos, Bruner (1990)
propone una psicologia cultural y Chevallard (1992) su antropologia cognitiva y didactica. De
acuerdo con estas tendencias, la comprension deja de tener un caracter absoluto y esta condicionada
por los contextos institucionales, ademas esta ligada a como se concibe el propio conocimiento
matematico, es decir, su significado institucional.

Skemp (1976) hace una distincién entre una matemadtica que depende Unicamente de la
formalizacion de reglas, principios y algoritmos, y una matematica que involucra un significado
sistémico de los conceptos. Al respecto Godino determina una correspondencia entre comprension
instrumental y relacional a las que se referia Skemp, con competencia y comprension, centrando la
discusion en la concepcion acerca del significado de los objetos matematicos.

Se conciben los objetos matematicos (abstracciones o generalidades empirico-operatorias) como
emergentes de los sistemas de practicas prototipicas significativas, la comprension del objeto, exige
ademas que el sujeto identifique en el objeto un para qué, una intencionalidad (Maier, 1992) como
base de la comprension; Por otro lado, en la teoria de las funciones semidticas, el conocimiento
matematico estd determinado por un componentes practico (competencia), discursivo o relacional y
el lenguaje matematico.

El estudio epistemolodgico de los objetos matemadticos resulta importante, pues, tal como lo define
Sierpinska, la comprension es la 'experiencia mental de un sujeto por medio de la cual relaciona un
objeto (signo) con otro objeto (significado), donde el significado sistémico (significado
institucional) de un concepto es relativo a los contextos institucionales, estd determinado en su
estructura por los elementos de significado, y de acuerdo con Godino, puede contribuir a enfocar
desde un punto de vista semidtico la problematica del disefio de situaciones didacticas y la
evaluacion de los conocimientos del sujeto, pues, la comprension de un concepto por un sujeto, en
un momento y circunstancias dadas, implicard la apropiacion de los distintos elementos que
componen los significados institucionales correspondientes.
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Algunas identidades elementales con los
nameros de Fibonacci

Javier Sebastian Cortes Ocampo, ' jscorteso@correo.udistrital.edu.co
Pedro Fernando Fernandez Espinosa, pffernandeze@correo.udistrital.edu.co
Gabriel Cordoba, gcordoba@udistrital.edu.co
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Resumen. Cada vez que leemos un libro de matematica, nos encontramos con teoremas; cuando se
da la demostracion de uno de ellos, podemos ver los argumentos necesarios para concluir que de la
hipotesis planteada se deduce la tesis. Sin embargo, en la mayoria de los casos, se omite como se
llego alli, es decir, que se hizo para conjeturar esta afirmacion y ademas que ayudo a establecer
una demostracion.

Enfocandonos en una de las ramas mas hermosas de la matematica, la teoria de numeros, mas
especificamente en el estudio de los nimeros de Fibonacci, vemos la relacion de la sucesion de
Fibonacci con algunos situaciones de la naturaleza, y de ahi apreciamos la importancia esa sucesion
pero notamos que como ente formal también es sugestiva y atractiva para principiantes y para
expertos.

El nucleo de este documento es la enumeracion, descripcion y deduccion de algunas identidades
con numeros de Fibonacci, pero también se presentan problemas y soluciones que involucran esas
propiedades. Algunas conjeturas se plantean y algunas ideas o indicios que hacen pensar en la
validez de ellas pero conclusiones en ese sentido atin no se han establecido

De una definicion breve de la sucesion debida a Fibonacci,

FI=1; F2=1; F,=F,_4+ F,_,paran>2

se puede obtener teoria vinculada con distintas ramas de la matematica(algebra, matrices,
determinantes, y geometria entre otras) y la ingenieria de sistemas(busqueda en una lista) y lo
mejor que esa teoria atn no esta terminada y sigue presentando retos y problemas atractivos

Palabras clave: Numeros de Fibonacci, producto punto, traza de una matriz, determinante de una
matriz
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La generalizacion algebraica
a través del pensamiento algebraico factual

Paola Fresneda Patifio
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Aseneth Gutiérrez Rodriguez
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Leonardo Pantano Mogollon
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Rodolfo Vergel Causado

Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Resumen En esta comunicacién se presentan hallazgos de la manera como se evidencia la
generalizacion algebraica a través del pensamiento factual en la actividad matematica realizada por
una nifia de 9 afios, frente a una situacion de generalizacion de patrones. Para posibilitar dicha
identificacidon, es necesario notar como influyen los sistemas semidticos (Radford, 2010) en el
proceso de objetivacion de la generalizacion en el algebra escolar. Posteriormente, se presenta el
analisis de proceso de resolucion de la estudiante, apoyado en la construccion de vifietas.
Finalmente, se concluye sobre las relaciones encontradas entre el pensamiento algebraico factual y
el uso de sistemas semioéticos en el estudio del algebra escolar.

Palabras clave: Algebra, generalizacion, pensamiento factual

1. REFERENTE TEORICO

El pensamiento algebraico factual (Radford, 2010), no es una simple forma de reflexion
matematica. Por el contrario, se basa en mecanismos de percepcion y la coordinacion ritmica de
gestos, palabras y simbolos, los cuales operan al nivel de un niimero particular o hecho factual. Es
decir, la generalidad se basa en acciones realizadas en los nimeros y las actuaciones constan aqui de
palabras, gestos, movimientos y actividad perceptual.

En este tipo de pensamiento es fundamental la presencia de adverbios que resaltan las funciones
generativas del lenguaje, es decir, las funciones que hacen posible describir los procedimientos y
acciones que potencialmente pueden llevarse a cabo reiteradamente (Radford, 2001). Ademas, tiene
lugar aqui el ritmo de la expresion y el movimiento que se lleva a cabo en el transcurso de las
acciones numéricas y la correspondencia ostensiva entre palabras pronunciadas y signos escritos.
De esta manera, “El reconocimiento de la regularidad y la imaginacion de las cifras en el transcurso
de la generalizacion de los resultados, permanece anclado en un profundo proceso de mediacion
sensual” (Radford, 2010).
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Tradicionalmente las letras y los signos de las operaciones se han considerado como el sistema
semiodtico del algebra por excelencia. Sin embargo, desde una perspectiva semidtica los signos
pueden ser palabras, gestos, movimientos, ritmo, etc. Es decir, los recursos semioticos incluyen los
clasicos sistemas de representacion (formulas algebraicas, lenguaje natural), lo que (Duval, 2001)
llama registros discursivos y no discursivos.

Este estudio no so6lo se basa en consideraciones semioéticas, sino también en las nuevas teorias de la
cognicion que destacan el papel fundamental del contexto, el cuerpo y los sentidos en la forma en
que es posible llegar a conocer (Radford, 2006). Asi, el pensamiento se considera una actividad
reflexiva y sensible mediada por el signo, plasmada en la corporeidad de las acciones, gestos y
artefactos (Radford, 2010).

2. METODOLOGIA

Este estudio se implement6 sobre un video obtenido de internet' en el cual una nifia (Paulita) de
aproximadamente 9 afios se enfrenta a una situacion de generalizacion algebraica. La metodologia
usada en el estudio se basa en la construccion de vifietas para el analisis de la informacion.

Asi, se construy6 una vifieta que segun Gavilan, Garcia y Llinares (2007) es un informe que vincula
aspectos de la practica del profesor. En éste se integra informacion de fuentes diversas:
videograbacion, trascripcion del video e imagenes tomadas del mismo. En dicha vifieta se integran
inferencias e interpretaciones de los investigadores sobre la evidencia de la practica.

El analisis realizado se centra en la actividad matematica realizada por Paulita al enfrentar una
situacion de generalizacion algebraica, a partir de la siguiente configuracion:

QO 00O Q000
@) OO OO0

Posicion 1. Posicion 2. Posicion 3.

Figura 1. Situacion de generalizacion algebraica.

3. ANALISIS DE DATOS

El episodio que aqui se presenta muestra la interaccion entre el Profesor y Paulita a partir de la
pregunta planteada por €l acerca de la manera como ella resolvid la situacién. Con esto, se pretende
evidenciar las caracteristicas del pensamiento algebraico factual en el desarrollo de una situacion
propia del algebra escolar.

{1} Profesor: Como haces entonces para resolverlo.

{2} Paulita: Entonces en la parte de arriba le sumo 1. Sé: si en la posicion 1 hay 2 entonces en
la posicion 5 se le suma 1 o sea 6 y debajo le resto 1 que serian 5 pepitas, 5 bolitas (seiiala). En
la posicion 10 al 10 le sumo 1 que serian 11 bolitas y abajo le resto 1 que serian 10 bolitas y ya.
{3} Profesor: Mmmm ya, o sea como haces para hacer la posicion 7, por ejemplo.

{4} Paulita: Entonces serian 8 bolitas y 7 abajo [sefiala con el esfero].

{5} Profesor: O sea ;como es la relacion?

{6} Paulita: [interrumpiendo] Arriba le sumo 1y abajo le resto 1.

! Vergel, R. (2010) Paulita Nodo Semidtico [En linea] Fecha de consulta: 15 de abril de 2011. Disponible en:
http://www.youtube.com/watch?v=AQkeUSUYAv0
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{7} Profesor: ;jLe restas 1? Pero, pero digamos como es la relacion del numero de bolitas de
arriba con el numero de bolitas de abajo. [sefiala con la mano] Qué es lo que percibes ahi. O
sea arriba hay 2.

{8} Paulita: [interrumpiendo] Y abajo hay 1.

{9} Profesor: Aqui ;jcuantas bolitas hay arriba? [Sefiala la posicion 2]

{10} Paulita: Arriba hay 3 y abajo 2. Tres-dos, cuatro-tres, cinco-cuatro.

A partir de la pregunta planteada, Paulita expresa su interpretacion del comportamiento de la
configuracion. Como se muestra en la linea 2, al intentar dar dicha explicacion, ella se vale de la
posicion 1 para validar lo que considera que sucede en la posicion 5, mediado ademas por un
movimiento del esfero como se ve en la figura 2.

Fig. 2. Paulita mueve el esfero
desde la posicion 1 hasta la 5.

Paulita va describiendo la relacion percibida y simultaneamente va sefialando las posiciones 1y 5,
ella esta movilizando varios recursos semioticos (Radford, 2010) tales como: sefialar, mover el
esfero de una posicidn a otra y oralizar la relacion percibida.

Ahora bien, al oralizar la relacion percibida Paulita emplea una implicacion evidenciada en el uso
de las palabras si-entonces (In. 2).

Seria posible pensar que ella empieza a generalizar la situacion llevando lo que sucede en las
primeras posiciones como argumento para validar lo realizado en la posicion 5. Asi, Paulita explica
la regularidad percibiéndola como el numero de la posicion mas 1 en la parte de arriba de la
configuracion y restando 1 para obtener la cantidad de bolitas en la parte de abajo (In. 2).

Dada esta explicacion, se evidencia la necesidad de trabajar con numeros percibiendo el aumento en
cada posicion como la suma de 1 arriba y la resta de 1 abajo. Asi, la generalidad expresada no se
liga a la estructura de la configuracion sino al hecho de emplear ntimeros para explicarla.

Lo anterior, acompafiado de movimientos que van sefialando cada una de estas acciones (suma
arriba, resta abajo). Dichos movimientos que apoyan la explicacion dada por Paulita son reiterados
al considerar la configuracion de la posicion 10 (Fig. 3).

Foto 1. Foto 2. Foto 3.

Fig. 3. Paulita explica la regularidad percibida como sumar 1 arriba y restar 1
abajo, acompanando dicha explicacion con movimientos del esfero.
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Ahora, para explicar como se forma la configuracion en la parte de arriba Paulita realiza un
movimiento con el esfero de izquierda a derecha, iniciando en la primera bolita y terminando en la
ultima (Fig. 3, foto 1 y In. 2). Posteriormente, desplaza el esfero hacia abajo con el fin de explicar
como se forma la configuracion en la parte inferior, movimiento que se evidencia en la fig. 3, foto
2. Al dar esta explicacion desplaza el esfero de derecha a izquierda mencionando la resta que realiza
(Fig. 3, foto 3 y In. 2). Finalmente, vuelve a mover el esfero de izquierda a derecha al referirse al
resultado de esta resta.

Luego, el profesor la cuestiona acerca de como es la relacion que encuentra en la configuracion
trabajada. Paulita interrumpiendo, responde que arriba se le suma 1 y abajo se le resta 1 (Ins. 5y 6).
Sin embargo, podria pensarse que como en la parte de abajo de la configuraciéon no es necesario
realizar dicha resta, el profesor la cuestiona nuevamente sobre dicha relacion basandose en las
configuraciones construidas.

Abhora, podria ser que como resultado de este cuestionamiento ella abandona la suma y la resta
planteadas inicialmente, y se acerca mas a un modelo de la configuraciéon. En este sentido, ella a
partir de preguntas formuladas por el profesor, relacionadas con distintas posiciones estd en
capacidad de responder rapidamente para diferentes casos (In. 10).

Ademas, en la intervencion de Paulita en la linea 10 aparece el ritmo como un nuevo recurso
semiotico, el cual se sincroniza con los recursos identificados anteriormente (Radford, 2010). Dicho
ritmo se entiende como la sonoridad de las palabras la cual puede ir acompafiada por movimientos
corporales.

Hasta este momento, es posible evidenciar algunas caracteristicas de la generalizacion factual, la
cual esta basada en acciones y actuaciones sobre los niimeros. Estas constan de palabras, actividad
perceptual, movimientos, ritmo y gestos; entendidos como recursos semiéticos (Radford, 2010).
Asi, la generalidad esta ligada al hecho, es decir, a lo que Paulita logra ver o percibir por medio de
las acciones en la actividad concreta realizada.

4. CONCLUSIONES

Partiendo del analisis realizado seria posible afirmar que la forma de pensamiento algebraico
factual, al ser concebida como una ladera de generalidad (Radford, 2010), ofrece por si sola un
significado respecto a la generalizacion. En consecuencia, el hecho de que Paulita no haya avanzado
a los demas tipos de generalizacion no implica que no haya desarrollado aprendizajes sobre la
generalizacion algebraica.

En el caso objeto de estudio se puede mencionar que la intervencion del profesor es clave en la
transicion de una forma de pensamiento algebraico a otra. Esto, dado que es él, quien ayuda a
generar en Paulita la necesidad de alejarse de lo factual (hoja de trabajo, gestos, movimientos,
actividad perceptual, ritmo, etc.) y asi movilizarse a formas descriptivas o discursivas en la
situacion especifica.

El uso de los distintos recursos semioticos (Radford, 2010) puestos en juego por Paulita es
importante dado que le permite ganar comprension tanto de la situacion como de algunos aspectos
matematicos inmersos en la misma (regularidades, relaciones, operaciones, etc.). Por esta razon, no
se pueden rechazar cuando surgen de manera autéonoma en su quehacer matematico.
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Es importante reconocer que la metodologia aplicada para el desarrollo de este estudio no permite
generalizar las conclusiones y hallazgos a otra poblacion diferente. Sin embargo, puede usarse como
referencia para estudios posteriores.
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Resumen. En esta propuesta metodologica se presenta una secuencia de siete actividades
encaminadas a propiciar la conceptualizacion de la nocion de derivada a través de su interpretacion
geométrica (como la pendiente de la recta tangente a un punto) en estudiantes bachilleres y
universitarios. El disefio metodologico que se ha seguido se encuentra basado en la propuesta
didactica para la conceptualizacion de un objeto geométrico, planteada por Samper, Camargo y
Leguizamon (2003) denominada “Tareas que promueven el razonamiento en el aula a través de la
geometria” y en los planteamientos teoricos de Vinner y Van Hiele.

1. INTRODUCCION

En el campo cientifico, econdmico y social, el calculo diferencial es una herramienta matematica
muy utilizada puesto que permite optimizar sistemas y determinar comportamientos que se expresan
mediante funciones, por ello, el Ministerio de Educacion Nacional Colombiano ha establecido, por
medio de los Estandares Curriculares del afio 2007, que su estudio se realice de forma especifica en
los grados décimo y once de la educacion basica media, con el fin de que los estudiantes logren
interpretar, utilizar y analizar modelos de situaciones de variaciéon mediante sus derivadas.

Sin embargo, pese a los esfuerzos de educadores e investigadores en pro de proponer e implementar
situaciones de aprendizaje efectivas con relacion al calculo diferencial, existe -segin nuestra propia
experiencia como estudiantes bachilleres y universitarias y segin los estudios realizados por
Dolores y (Cantoral, 2000) -una gran cantidad de estudiantes bachilleres y universitarios que
presentan dificultades en la comprension de la nocioén de derivada.
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Por ello, en reconocimiento de este problema y de las practicas educativas que se realizan en las
aulas de clase (muchas de ellas enfocadas en la representacion algebraica de la derivada), surge esta
propuesta metodologica de ensefianza, mediante la cual se busca potenciar la conceptualizacion de
la nocion de derivada (a través de su interpretacion geométrica) en jovenes entre los 15 y 19 afios,
mediante la implementacion del disefio de un conjunto de siete actividades basadas en la propuesta
didactica denominada “Tareas que promueven el razonamiento en el aula a través de la geometria”
realizada por Samper, Camargo y Leguizamén (2003) para promover la conceptualizacion de un
objeto geométrico inventado, denominado Kuid.

2. FUNDAMENTACION TEORICA

2.1. MATEMATICA

En matematicas, podemos hablar de pendiente de una linea recta o de una linea curva. Una linea
recta tiene pendiente constante a lo largo de todos sus puntos, puesto que ella es la misma en
cualquier punto de la recta, pero, en el caso de la pendiente de una curva no sucede lo mismo y ello
da origen al concepto de derivada de una funcién. La derivada de una funcion se puede considerar
respecto a ella 0 a un punto de ella.

Para este ultimo caso (la derivada en un punto) se define:

es derivable en , si existe el limite de ) cuando tiende a 0. Dicho limite se representa
por y se le da el nombre de derivada de en.

Si es un punto de tal que existe diremos que la tangente a en es la recta que pasa
por vy tiene por pendiente el nimero (Balabasquer, 1994, p. 13).

2.2. LEGAL Y DIDACTICA

El Ministerio de Educacion Nacional en sus Estandares Curriculares de Matematicas (MEN 2007,
p. 69) proponen que la ensefianza de la derivada en la educacion basica secundaria, se realice
interpretandola como el valor de la pendiente de la tangente a una curva, trabajandola a partir de
argumentos geométricos modelados en problemas de contextos matematicos y de otras ciencias.

En este sentido, Tellechea (2004) propone la implementacion del software Cabri Geometry II para
la ensefianza de la derivada, puesto que el software propicia en el estudiante una representacion
dindmica de la ésta. La cual, segin Dolores (2000), se puede trabajar como un enfoque geométrico
y computacional, teniendo en cuenta que en el enfoque:

1. Geométrico se trabaja la derivada por medio de la recta tangente de un punto.

2. Computacional se realiza una visualizacion dinamica de la derivada, a partir del
comportamiento que tiene la misma en la aproximacion de las rectas secantes a la recta
tangente.

2.3 METODOLOGICA

El disefo de las actividades que se presentan tiene en cuenta la recomendacion didactica dada por
Samper y otros (2003), para construir situaciones de conceptualizacion de objetos geométricos, para
ello considera el concepto que sera objeto de estudio, a partir de su punto de vista matematico y
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didactico y de la construccion del concepto desde sus diversas propiedades, tal como lo muestra el
esquema: Samper y Otros (2003) '

De igual manera, tienen en cuenta que la cercania entre la imagen conceptual y el concepto,
dependen de la cantidad de experiencias que tenga el estudiante con una gran variedad de imagenes
conceptuales del objeto de estudio, pues como lo afirman Vinner y Hershkowitz “adquirir un
concepto significa, adquiriv un mecanismo de construccion e identificacion mediante el cual sera
posible identificar o construir todos los ejemplos del concepto, tal como éste esta concebido por la
comunidad matematica.” (Citado por Samper y otros, 2003, p. 9).

3. DISENO Y METODOLOGIA

En busca de la conceptualizacion de la nocion de derivada a través de su interpretacion geométrica
(como la pendiente de la recta tangente a un punto), se empled como guia (en cuanto al proposito y
estructura de las mismas) las siete actividades disefiadas por Samper y otros (2003), las cuales estan
basadas tedricamente en los niveles de razonamiento de Van Hiele, niveles que no son secuenciales
(no se puede pasar a un siguiente nivel sin antes haber superado el anterior) y no dependen de la
edad, motivo por el cual, las actividades estan estructuradas a partir de los planteamientos de estos
esposos asi:

Nivel de Razonamiento seguin Van Hiele Numero de la actividad
Tipo 1: Visualizacion o Reconocimiento
Tipo 2: Andlisis o Descripcién

Tipo 3: Clasificacion o Abstracto relacional
Tipo 4: Deduccion Formal

~NOoO OB WN—

Tipo 5: De Rigor

Proponiendo de esta manera siete actividades, en las cuales nuestro kuid es la derivada en un punto
de la funcion®:

3.1. ACTIVIDADES
Actividad No. 1:

Intencionalidad: El descubrimiento, por el alumno, de las caracteristicas esenciales del Kuid, a través del
analisis de ejemplos y contraejemplos.

Organizacion: Individual. Proyeccién (mediante diapositivas o retroproyector) de imagenes del Kuid, de
manera secuencial, manteniendo ocultas las imagenes posteriores a la que esta siendo
analizada.

Materiales Las fichas del Kuid, medio de proyeccién, lapiz y papel.

' Tomado de: Camargo y otros (2003). Tareas que promueven el razonamiento en el aula a través de la geometria. p. 15.

A continuacion, por cuestiones de espacio, solo se dara a conocer la descripcion global de cada una de las actividades.
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Prerrequisitos

Conceptos: Funcion, recta tangente, coordenadas cartesianas, plano cartesiano,
pendiente.

Habilidades: Identificar tipos de funciones, reemplazo de variables, calculo de la
pendiente de una recta.

Acti

vidad No. 2

Intencionalidad:

Los estudiantes deben identificar caracteristicas del kuid, a partir de la construccion de
distintos ejemplos del mismo.

Organizacion:

Individual. Presentar a los estudiantes diferentes construcciones de funciones
realizadas en Geogebra, solicitdndoles utilizar las herramientas que el programa brinda
para hallar la recta tangente de un punto y la pendiente de dicha recta.

Materiales

Geogebra, lapiz y papel.

Prerrequisitos:

Conceptos: funcion, pendiente, tangente.
Técnicos: uso de computador.

Acti

vidad No. 3

Intencionalidad:

Trabajar con una propiedad del kuid, haciendo al estudiante responsable de las
construcciones que realiza con base en las sesiones anteriores.

Organizacion:

Individual. Los estudiantes realizan la construccién de funciones polinomiales, asi como
de rectas tangentes a un punto y su pendiente.

Materiales

Lapiz, regla y cuaderno.

Prerrequisitos:

Conceptos: Funcion, coordenadas cartesianas, pendiente, recta tangente.
Procedimientos: Graficar funciones, calcular pendientes, construir rectas tangentes.

Actividad No. 4
Intencionalidad: Seleccionar ejemplos con una propiedad comun.
Organizacion: Grupal. Los estudiantes identifican los elementos/pasos necesarios para la construccion
de Kuid.
Materiales Guia del estudiante, tijeras, pegante, lapiz.
Prerrequisitos Conceptos: funciones, rectas tangentes a un punto.
Actividad No. 5
Intencionalidad: Perfeccionamiento de la definicién de Kuid, a partir del estudio de casos poco conocidos
del mismo.
Organizacion: Grupal.
Los estudiantes seleccionan la grafica que cumple con las condiciones establecidas.
Materiales Guia del estudiante, lapiz.
Prerrequisitos: Conceptuales: funciones, pendiente y rectas tangentes.
Actividad No. 6
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Intencionalidad:

Recoger las ideas intuitivas desarrolladas en torno al concepto de kuid y concretarlas
en una definicion formal.

Organizacion:

Individual. Presentar posibles definiciones de kuid para que el alumno efectle el
analisis correspondiente de cada una y el contraste minucioso entre ellas, determinando
la caracteristica esencial de este.

Materiales

Guia del estudiante, lapiz, cuaderno.

Prerrequisitos:

Conceptos: Funcién, recta tangente y secante, pendiente.
Habilidades: Identificar diversos tipos de funcion, construir rectas tangentes y
secantes, determinar la pendiente de una recta.
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Actividad No. 7°

Intencionalidad: Invitar a los alumnos a dar explicaciones y justificaciones para avalar las propiedades del kuid
trabajadas durante toda la secuencia, usando el concepto de kuid ya adquirido.

Organizacion: Individual. El estudiante debe resolver la guia atendiendo a los conocimientos adquiridos en las
sesiones anteriores.

Materiales Guia del estudiante, hoja y lapiz.

Prerrequisitos Conceptos: Pendiente, funcion, recta tangente.
Habilidades: Construir una recta tangente, calcular pendientes, identificar una funcion y de qué tipo
es.
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3 El propdsito general de esta actividad propuesta por Samper y otros (2003), sobrepasa los objetivos y la intencion de
nuestra secuencia de actividades (los cuales giran en torno a conceptualizar la nocidén de derivada), por tanto, el disefio de
esta actividad se modifica y se restringe a nuestros propdsitos y no lleva al estudiante a realizar la demostracion formal y
axiomatica del objeto de estudio.

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica Septiembre 8, 9y 10 de 2011 Bogota, Colombia 192



El papel de razonamiento covariacional
en las interacciones en un ambiente dinamico

Luisa Fernanda Moreno Patifio (ponente)
Universidad Pedagdgica Nacional, p.lufemoreno@gmail.com

Hernan Diaz Rojas
Universidad Pedagogica Nacional, hdiaz@pedagogica.edu.co

Resumen. Se presenta un avance del estudio en relacion a las interacciones que reflejan algin
razonamiento covariacional en estudiantes de grado séptimo, en un ambiente dindmico, cuando se
enfrentan a tareas donde subyace el fendmeno de depredacion-presa (lobos-ovejas)

Palabras clave: Interacciones, variacion, razonamiento covariacional y modelo Depredador-Presa.

1. INTRODUCCION

En esta comunicacion se presentan algunos avances del trabajo de grado titulado “El papel de la
variacion en las interacciones en un ambiente dindmico” el cual, se esta adelantando como
requisito para grado en la Maestria en Docencia de las Matematicas, de la Universidad Pedagogica
Nacional. El trabajo se inscribe en el grupo de investigacion de Diddctica del Calculo.

El aprendizaje de las matematicas se fundamenta principalmente en las interacciones entre los
participantes de la clase, por tal motivo, es necesario analizar las caracteristicas de este proceso y la
manera como influyen los contenidos matematicos en el mismo. (Cantoral & Reséndiz, 2003;
Reséndiz, 2009); lo anterior, motivo a que en el trabajo de grado se plantee como hipotesis que: al
favorecer los procesos de interaccion durante la construccion de significados en la variacion, se
promueva un aprendizaje inicial del calculo, para este caso en particular en el grado séptimo de
Educacion Basica. Surge como pregunta orientadora del trabajo de grado: ;Cuales son las
caracteristicas de las interacciones entre los participantes de la clase de grado séptimo, cuando se
emplea algiin razonamiento covariacional para analizar el fenomeno de Depredador-Presa? En esta
comunicacion se hace referencia a la indagacion del razonamiento covariacional.

Esta ponencia se encuentra organizada de la siguiente manera: inicialmente, se describe el marco de
referencia y los procesos metodoldgicos utilizados en la investigacion; luego, se presenta algunos
fragmentos de interaccion, que ejemplifican los tres niveles iniciales de razonamiento covariacional.
Finalmente se presentan algunas reflexiones en relacion a la experiencia investigativa.
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2.

MARCO DE REFERENCIA

En el presente marco de referencia se describen los constructos que componen el estudio de los
niveles de razonamiento (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen & Hsu, 2002), entre los que se encuentran:

INTERACCIONES: Blandon, Molina & Vergara (2006, citado en Arias 2009, p.35) afirma que:

Desde una perspectiva general, se comprenden como los procesos de asociacion de unos
actores conscientes con otros, entre los que se produce un intercambio, una orientacion y una
afectacion de la conducta de unas personas con respecto a las demas, y con las cuales se
establece una relacion determinada. Estos procesos de interaccion entre los miembros de un
grupo especifico generan una red de relaciones edificadoras de organizacion social y cultural.

En este sentido, la interaccion es un proceso por el cual las personas se comunican e
intercambian ideas para construir y negociar significados en diferentes contextos como el aula
de clase.,

DIFERENCIA ENTRE CAMBIO Y VARIACION: Cantoral, (2005. p.464) afirma que:

La nocién de cambio denota la modificacion de estado, de apariencia, de comportamiento o de
condiciéon de un cuerpo, de un sistema o de un objeto; mientras que la variacion, la estamos
entendiendo como una cuantificacion del cambio, es decir, estudiar la variacion de un sistema
o cuerpo significa ejercer nuestro entendimiento para conocer como y cuanto cambia el sistema
o cuerpo dado.

DIFERENCIA ENTRE VARIACION Y COVARIACION: Posada et al (2006, p.27) proponen que en
el identificacion de la variacion implica:

En este se hace énfasis en los procesos que implican determinar la forma como una o varias
cantidades de magnitud varian con respecto a la variacion de otra u otras. En un sentido mas
estricto, la variacion implica apreciar que dos o mas cantidades de magnitud covarian, de tal
forma que el cambio en una o algunas, determina cambio(s) en la(s) restante(s). Ahora bien, en
el caso que esta covariacion se pueda expresar a través de un modelo funcional, entonces se
dice que las cantidades de magnitud estan correlacionadas.

COVARIACION: Ferrari (2004, citado en Avila 2005, p.30) considera la covariacion como “la
relacion entre las variaciones simultaneas de dos cantidades”.

Determinar las diferencias entre cambio, variacion y covariacion, permitieron disefiar la
secuencia de actividades que tenian como objetivo promover discusiones en torno a la
variacion y no al cambio, se esperaba que, por ejemplo, en las interacciones de los estudiantes
emplearan expresiones como aumenta o disminuye en cambio de: habia menos, mas, ganar,
perder, etc.

NIVELES DE RAZONAMIENTO COVARIACIONAL:

Carson et al (2003) plantean un marco de referencia conceptual para los cinco niveles de
razonamiento covariacional; que se le atribuye a un estudiante cuando sus comportamientos
exhiben cierto tipo de sus acciones mentales, entre los que se encuentran: nivel de coordinacion
(N1), nivel de direccion (N2), nivel de coordinacion cuantitativa (N3), nivel de razén promedio
(N4) y nivel de razon instantanea (N5).

Teniendo como referente la propuesta presentada en los estandares de matematicas (Ministerio
de Educacion Nacional [MEN], 2006) en relaciéon al pensamiento variacional y sistemas
algebraicos y analiticos para grado séptimo, se espera que los estudiantes empleen los tres
primeros niveles de razonamiento para solucionar las tareas.
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En la seccion «Analisis de Niveles de razonamiento covariacional» se describen cada una de los
niveles identificados en la poblacion de estudio, hasta el momento.

3. PROCEDIMIENTOS METODOLOGICOS

a. POBLACION Y PROCEDIMIENTO.

Este trabajo se realizo en la Institucion Educativa Rural Departamental Limoncitos sede Cucharal
del municipio de Pacho (Cundinamarca), con una muestra de dos parejas de estudiantes de grado
séptimo. La muestra focal se organizo con en dos grupos de estudiantes, que segun el profesor,
poseian un desempefio académico alto y superior, ademas de habilidades comunicativas.

Para el disefio y ejecucion de la secuencia de las actividades, se empled el programador de
ambiente modelados NetLogo 3.1.4, debido a que, este permite a los estudiantes visualizar la
simulacion y reconocer las estructuras del modelo, lo que permite que ellos analicen la situacion,
establezcan conjeturas, verifiquen y discutan sus ideas con el fin de construir conceptos asociados a
la variacion. En particular, se empled la simulacion del Modelo Depredador-Presa (lobos y ovejas)
en el cual, se presenta la dinamica de interaccion entre dos especies en un ecosistema, donde se
vinculan los aspectos de la variacion, como por ejemplo analizar como el crecimiento de una
poblacion afecta a la otra y por ende al ecosistema.

b. METODOS DE RECOLECCION DE LA INFORMACION.

Para este estudio, se necesitaba obtener informacion que atendiera a (Martinez, 2005):
El contenido y la forma de la interaccion entre estudiante.

El contenido y la forma de la interaccion con el profesor y los estudiantes.

Los registros de archivos, documentos, artefactos y otros.

Teniendo en cuenta, lo anterior se incorpord elementos de corte etnografico, como en el caso de la
recoleccion de informacion a través: observaciones, grabaciones de audio y video (cinematografia),
notas personales y fotos acerca de las interacciones entre estudiantes de cada grupo focal durante 7
sesiones; ademas de realizaron sus respectivas transcripciones.

4. ANALISIS DE LOS NIVELES DE RAZONAMIENTO COVARIACIONAL

A continuacion, se describen los tres primeros niveles de razonamiento covariacional en relacion a
los comportamientos especificos que han sido observados en la poblacion de estudio frente a una
tarea.

NIVEL 1. COORDINACION: Sustenta la accion mental de coordinar el cambio de una variable en la

otra variable. Se han identificado estas acciones cuando los estudiantes expresan que son consientes
de:
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A medida que el tiempo cambia el numero de ovejas también.
A medida que el numero de ovejas cambia el numero de lobos también.
A medida que la cantidad de nacimientos de lobos cambia, el numero de lobos también.

A medida que la cantidad de alimento para lobos cambia, el numero de lobos también.

Como se evidencia en el siguiente fragmento:

tn dodo € tiam
o han Cam)dn
tda ag( {RNAD J _menias esns_}__lc;::_lu_bos'

_Se  Yepiaducen.
210

Figure 1: Fragmento. Solucion tarea: Propongan una descripcion de lo observado...

NIVEL 2. DIRECCION: Sustenta la accion mental de coordinar la direccion (aumento o disminucion)
del cambio de una variable mientras se consideran cambios en la otra variable. Se han identificado
estas acciones cuando los estudiantes verbalizan:

A medida que el tiempo transcurre (aumenta), el nimero de ovejas aumenta o disminuye.
A medida que el nimero de lobos aumenta, el nimero de ovejas disminuye.

A medida que la cantidad de nacimientos de lobos aumenta, el nimero de lobos aumenta.
A medida que la cantidad de alimentos de lobos aumenta, el nimero de lobos aumenta.
entre otros...

Como se evidencia en el siguiente fragmento:

R medda goe el ienps Aanscore los [6boy
Qumenias P ae entce mds coica €\ Aempo.
elce w(iS _oen” 4 M &€

Figure 2:  Solucidn tarea: ... ;Qué sucede con la poblacién de lobos?

NIVEL 3. COORDINACION CUANTITATIVA: Sustenta la accion mental de coordinar la cantidad de
cambio de una variable con la cantidad de cambio de la otra variable. Se han identificado estas
acciones cuando los estudiantes discuten en consecuencia sobre cOmo:

Cambia el numero de lobos mientras consideran incrementos en el tiempo.

Cambia el nimero de ovejas mientras consideran incrementos en la poblacion de lobos.

Como se evidencia en el siguiente fragmento:

8 | Lady: ¢Cada vez habia el doble de lo que habia? [haciendo referencia al nimero de lobos,
cuando discuten sobre la pregunta ;a medida que el tiempo transcurre que sucede con

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica Septiembre 8, 9y 10 de 2011 Bogota, Colombia 196



la poblacién de lobos?]

9 | Profesora: ¢ Cada vez hay el doble de lo que habia? ; Cada vez veian que habia mas y mas?

10 | Lady: Si, sefiora.

11 | Yadir: Aumentaron un poquito, y de pronto, aumentaron harto los lobos...

Figure 3: Transcripcion.

5. REFLEXIONES

A través del analisis de las implementaciones, se reconocid que la gestion del profesor influye
positiva o negativamente en la construccion de significados a través de las interacciones. En este
sentido, se hace necesario analizar las posibles soluciones de los estudiantes y las posibles
actuaciones del profesor frente a estas.

Al identificar comportamientos de los estudiantes que no se ajustan a las acciones mentales
propuestas por Carson et al (2003), se hace necesario ampliar los niveles de razonamiento, desde
unos mas elementales hasta subcategorizas de los mismos.

para el estudio de los procesos de interaccion se hace necesario implementar tareas abiertas (da
Ponte, 2004) donde los estudiantes construyan significados a través de la comunicacion en el aula.
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La Problematizacion de la Definicion
en Estudiantes para Profesor de Matematicas

Liseth Arévalo
Fabian Rojas
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Resumen. El trabajo presentado esta fundamentado en la elaboracion del significado de curva
diferenciable, apoyado para ello en la resolucion de problemas y la metodologia propuesta por
Mason, Burton y Stacey (1989); respecto del proceso metacognitivo desarrollado por los estudiantes
para profesor que integran una comunidad de aprendizaje.

Para lo que se propone una investigacion en disefio (Collins, 2004) en cuanto a las fases del estudio
a elaborar, teniendo en cuenta la importancia de la elaboracion de una conjetura, la recoleccion de
datos y el posterior analisis de los mismos entorno de la conjetura planteada, a partir de la
elaboracion de vifietas de acuerdo a Gavilan, Garcia y Llinares (2007).

1. INTRODUCCION

Esta investigacion pretende reflexionar sobre la manera de resolver problemas de matematicas; a
través de procesos como clasificar, particularizar, generalizar y argumentar; y tres fases de trabajo
las cuales son de abordaje, de ataque y de revision (Mason, Burton & Stacey, 1989).

Igualmente, este trabajo busca dotar de sentido de acuerdo a Radford (2006) los objetos
conceptuales que encuentran en la cultura, teniendo en cuenta que el aprendizaje es visto como un
proceso de elaboracion activa de significados, proceso que se concibe como el “paso al objeto” u
objetivacion.

En este sentido, se emplea la resolucion de problemas de manera grupal, teniendo en cuenta la
relevancia de la actividad colectiva como necesidad en la construccion de significados, para ello
atendiendo a que la objetivacion es un proceso social, donde se ejerza el saber-con-otros, dado que
el individuo es un agente en tanto, reflexiona sobre su aprendizaje y lo comparte con otros
(Radford, 2006).

Con las consideraciones anteriores se propone la siguiente pregunta que orienta el trabajo:

¢ Como elabora significados una comunidad de aprendizaje de estudiantes
para profesor de matematicas de la definicion formal de curva diferenciable?
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2. MARCO DE REFERENCIA CONCEPTUAL

Se parte de la premisa que una sola teoria o un solo enfoque no es suficiente para explicar un
fenomeno complejo como lo es el aprendizaje (Morin, 2000, Vasco, 2009). De hecho, explicar el
aprendizaje requiere de elementos tedricos soportados en la interaccion social y elementos teodricos
soportados en la cognicion humana (Morin, 2000). Por esta razoén para describir como se da la
elaboracion de significados en una comunidad de aprendizaje, se utilizaran las teorias que en
nuestro criterio permiten explicar el aprendizaje, siendo estas de orden sociocultural y cognitivo.

2.1 PERSPECTIVA SOCIOCULTURAL DEL APRENDIZAJE

En torno a la perspectiva sociocultural del aprendizaje, nos referiremos tnicamente a la perspectiva
de Radford (2006) respecto a la teoria cultural de la objetivacion.

Radford (2006) identifica la naturaleza reflexiva del pensamiento, destacando que el aprendizaje es
producto de la reflexion, mencionando que el pensamiento es una construccion que relaciona el
entorno y el individuo que lo modifica segiin su sentido subjetivo.

En la teoria de la objetivacion, el aprendizaje no consiste en construir o reconstruir un determinado
conocimiento, sino que se trata de dotar de sentido los objetos conceptuales que se encuentran
depositados en la cultural, por lo que constituye un proceso activo de elaboracion de significados.
Para lo cual siguiendo a Radford (2006) las fuentes de adquisicion del saber resultan de la
interaccion social y del contacto con el mundo material.

Radford (2006) expresa que la interaccion social es consustancial al aprendizaje. Asi como, los
artefactos constituyen los instrumentos, objetos, sistemas de signos, entre otros, en los que se
encuentra depositada la sabiduria historica de la actividad cognitiva de las generaciones pasadas.

Para hacer referencia a comunidad de aprendizaje, Llinares y Olivero (2009) se refieren a estd como
un grupo de personas que se involucran en un proceso social de aprendizaje para realizar el analisis
de la ensefanza en términos de aprendizaje. Ante lo cual destacan tres acciones propias de estas
comunidades, que corresponden a: la participacion, la cosificacion y la interaccion social.

2.2 PERSPECTIVA COGNITIVA DEL APRENDIZAJE

En esta perspectiva se expondra el grupo de teorias de orden cognitivo a usar; estas son resolucion
de problemas cognitiva-clasica (Santos, 2007 y Mason, Burton & Stacey, 1989) y resolucion de
problemas desde la perspectiva del pensamiento matematico avanzado (Tall, 1991).

Para hablar de resolucién de problemas es necesario clarificar qué se entiende por cada uno de los
términos que lo componen. Problema para Schoenfeld (1985) (como se cita en Santos, 2007) hace
referencia a una tarea que genera conflicto para quien trata de hacerla y; el termino resolucion se
asocia a los procesos que se llevan a cabo para dar solucion y mostrar el resultado en un problema.
Abhora bien, la resoluciéon de problemas es definida por Tall (1988) como una actividad creativa, la
cual involucra varios procesos en su resolucion.

Sin embargo, la resolucion de problemas no solo enfatiza en los procesos que debe llevar a cabo el
estudiante para resolver el problema, sino que ademas hace relevancia a lo que Schoenfeld (como se
cita en Santos, 2007) denomina “metacognicion”, como la comprension del propio conocimiento
cognitivo.

La metodologia empleada para registrar el proceso como resolutores desde las ideas ya expuestas,
corresponde a la metodologia propuesta por Mason et al. (1989), debido a que dicha metodologia da
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pauta para saber como resolver un problema, mediante una serie de procesos posibles de relacionar
con la resolucion de problemas.

El pensamiento matematico avanzado (PMA) es visto como la forma de desarrollar un determinado
conocimiento mediante la abstraccion, donde se busca que un individuo construya un conocimiento,
lo comunique a su grupo, sea capaz de presentarlo en diferentes representaciones y ademas lo
trasmita a otras personas fuera de su comunidad.

Por otra parte, Tall & Vinner (1981) mencionan dos estructuras cognitivas respecto del concepto en
Matematica Avanzada, que corresponden a:

o La imagen del concepto, como la estructura cognitiva en su totalidad que se asocia al concepto;
y

o La definicién del concepto, como la forma de palabras que son usadas para la explicacion de la
imagen del concepto.

3. METODOLOGIA

La metodologia que orienta la investigacion se fundamenta en la Investigacion en Diseflo (Collins,
2004). Este enfoque metodoldgico se caracteriza por ser una estrategia de investigacion, en la que
un grupo de investigadores observa el comportamiento de comunidades alrededor del estudio de
una situacion disefiada con el proposito de desarrollar aprendizaje. En ese sentido, el trabajo
desarrollado observé una comunidad que estudio su proceso de resolucion de problemas a través del
ejercicio de metacognicion.

Por tanto, se consideran dos momentos discriminados en los cuales se asumieron dos tipos de roles
claramente diferenciados:

(1) Investigacion: Refiere a los espacios en los cuales se elabora un disefio y se analiza de
acuerdo con las fases propuestas por Collins (2004)

(2) Ambiente de Aprendizaje: Refiere a los espacios, recursos, artefactos, heuristicas y otros
aspectos que caracterizan la resolucion del problema

El proceso de investigacidén estara soportado en las fases propuestas por Collins (2004) de la
siguiente manera:

Fase 1: Diserio del experimento

Se disefio un ambiente de aprendizaje basado en la resolucion de problemas; considerando para ello
un grupo conformado por dos estudiantes quienes dan respuesta al problema planteado, y el
profesor quien actia como un miembro mas de la comunidad en el sentido de Radford (2006).

Fase 2: Modificacion del diserio

Esta fase se da cuando algunos de los elementos criticos del disefio no cumplen con los
requerimientos necesarios para hacer un seguimiento de la investigacion.

Fase 3: Vias e Instrumentos para analizar el disefio

En esta fase se tienen en cuenta la disposicion de los instrumentos que registran el proceso de
resolucion en torno a la elaboracion de significados, dichos instrumentos son: video-grabaciones,
grabaciones de voz y cuaderno resolutor

Fase 4: Andlisis de los datos

El analisis de los datos se efectiia desde la idea de vifieta como:
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Un informe sobre aspectos de la practica que integra informacion de diferentes fuentes y la
descripcion e interpretacion de lo que sucede en los segmentos de ensefianza (Gavilan et al.,

2007, pp. 161)

La elaboracion de las distintas vifietas como unidades de andlisis permite el analisis de cada
segmento de ensefianza, los cuales deben ordenarse cronoldgicamente para que posteriormente se
describa ¢ intérprete lo que sucede en dichos segmentos.

4. RESULTADOS

Para el analisis de datos se toman como referencia la estrategia empleada por los resolutores para la
comprension de la definicion formal de curva diferenciable que consistié en dividir la definicion en
conceptos y determinar lo que se conocia y lo que no, para posteriormente hacer un estudio respecto
de lo que no se tenia idea empleando como recursos textos de geometria diferencial, articulos en
internet sobre el tema a estudiar y la ejemplificacion mediante uso de los software geogebra y
derive y; la intervencion que tienen los elementos criticos del disefio en la resolucion del problema.

Mediante la elaboracion de la vifieta se tomo registro de los segmentos del proceso que
evidenciaban la negociacion respecto de la estrategia a utilizar (como comunidad de aprendizaje),
las ideas expuestas por los resolutores en torno a la utilidad e importancia del proceso de resolucion
registrado y la pertinencia de la manera de abordar el problema.

4. CONCLUSIONES

La resolucion de problemas permite mediante la regulacion, que un resolutor tenga conocimiento
sobre su aprendizaje evidenciado en el proceso llevado a cabo para resolver un problema, lo que
permite que se haga un estudio metacognitivo teniendo en cuenta la idea que el pensamiento es
evidenciable.

El estudio de una definicion permite entender la matematica desde lo que se cree mas simple pero
que desarrolla un conocimiento complejo.
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Analisis epistemologico del método de
exhaucion y las nociones de area
manejadas por Euclides y Arquimedes
para el mejoramiento de los procesos de
ensenanza de la integral

Erika Katherine Ariza Suarez
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Daniel Mauricio Cifuentes Leon
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Resumen. A partir de este trabajo se busca establecer una relacion entre el analisis epistemologico
de la matematica con el disefio de situaciones problema que ayuden al proceso de ensefanza-
aprendizaje de la integral, para ello se hace una documentacion y estudio sobre la configuracion de
las ideas de area y procesos de integracion reflejadas en los trabajos de Euclides y Arquimedes,
tomando como referencia proposiciones y definiciones incluidas en textos como los “Elementos” y
“El método relativo a los teoremas mecanicos”, en las cuales se aborda el método de exhaucion,
cuya importancia radica en ser fundamento de la integral, permitiendo asi rescatar elementos del
significado del concepto: lenguaje, argumentos, procedimientos y relaciones con otros conceptos,
que el docente puede utilizar como referente al plantear, ejecutar y evaluar los procesos de
enseflanza, y de alli determinar algunas reflexiones acerca de la relacion entre las situaciones
problema, el conocimiento del docente y el analisis epistemologico, para tal efecto se ilustran cuatro
de estos elementos.

Al realizar una mirada sobre la matematica escolar actual, se evidencia la tendencia a presentar el
objeto matematico integral de una manera formal, conllevando a un aprendizaje memoristico; su
ensefianza se torna cada vez mas distante de la resolucion de situaciones problema, sustituidas por
la solucion de ejercicios donde se requiere de la aplicacién de reglas o algoritmos tnicos Sin
embargo, al reconocer que el significado de la matematica resulta principalmente desde los
problemas que se resuelven, mas no de las definiciones y las formulas, como indica Godino (2003),
se hace necesaria una discusion sobre la manera de reformular los procesos de ensefianza en
busqueda de la comprension de la matematica.

Asumiendo la comprension de los objetos matematicos y la resolucion de problemas como pauta
principal para la educacion, se deben buscar situaciones propicias, que contextualicen al estudiante
en la resolucion de un problema y permitan al docente ser guia que complejice y oriente de manera
critica la situacion, para ello debe reconocer elementos de la configuracion del concepto a ensefiar,
que le permitan hacerse una idea sobre el significado que quiere que los estudiantes construyan.
Frente a esto se plantea “el analisis epistemologico” como herramienta para tener en cuenta a la
hora de disefiar y estructurar los procesos de ensefianza. Ademas esta relacion se define a partir del
estudio de los objetos matematicos, desde los elementos de significado descritos en la teoria de las
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funciones semiodticas expuesta por Godino (2003), los cuales se ilustraran a continuacion desde el
problema de cuadraturas a bordado por Euclides y Arquimedes.

Proposicion (XIL, 2) de los Elementos. Aplicacion del método de exhaucion.

Situacion — Problema: “Los circulos son uno a uno como los cuadrados de sus diametros”. Se
busca determinar la relacion de proporcionalidad entre las magnitudes de area y longitud.

Procedimientos y algoritmos
Apoyado en la representacion grafica, Euclides concreta y denomina las magnitudes que seran
estudiadas, mediante pasos logicos:

Plantear que el cuadrado de los didmetros de ambos circulos guardan una razén equivalente a
la razén que guardan los circulos respectivamente.

N
N

Se plantea desde la negacion de la tesis, es decir, que si estas razones no guardan proporcion,
entonces los cuadrados de los diametros seran entre si como uno de los circulos (B) es a un
area mayor o menor que el area del segundo circulo (A).

Se inscriben y circunscriben cuadrados a un circulo (A), “el cuadrado inscrito es la mitad del
cuadrado circunscrito, y como el circulo es menor al cuadrado circunscrito, el cuadrado
inscrito serd mayor a la mitad del circulo”

Se construye un poligono inscrito en el circulo A, de forma que cada lado del cuadrado inscrito
sea la base de un triangulo isosceles que se corta con el segmento circular (ver figura), este
triangulo sera mayor a la mitad del segmento circular resultante de inscribir un cuadrado en el
circulo A.

De esta manera el exceso con el que el poligono (octagono) se diferencia del circulo, es menor
a la mitad del exceso con el que el circulo diferia del cuadrado inscrito en éI.

J Exceso

Se inscribe un poligono semejante en el circulo B, de forma que guarde la misma razén con el
cuadrado del didmetro donde esta inscrito, asi como la razén entre el poligono inscrito en el
circulo A y el cuadrado de su didmetro.
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Por la hipotesis, A es mayor que el cuadrado inscrito en él, ademas B es mayor que el poligono
en ¢l inscrito, y dado que la razon entre B y el poligono inscrito en ¢él, es igual a la razon entre
el cuadrado inscrito en A y el poligono inscrito en A, se llega a una contradiccion, pues el
cuadrado inscrito en A al ser mayor que el poligono inscrito (por la proporciéon expuesta en la
hipoétesis), también resultaria ser menor de acuerdo con la construccion, pues al aplicar el
método de exhaucion el exceso del circulo A sobre el poligono es menor a la mitad del exceso
del circulo A sobre el cuadrado inscrito en él.

Por tanto resulta imposible que el cuadrado sea mayor y menor a la vez que el poligono
inscrito, entonces la razéon de los cuadrados de los diametros, no es igual a la razon entre el
circulo B y un area menor al circulo A.

De manera similar se prueba con un area mayor al circulo A, y como la razén entre los
cuadrados de los didmetros de los circulos A y B, no es igual a la razon entre el circulo B y un
area mayor o menor al circulo A, entonces la razén se cumple solo entre el circulo B y el
circulo A, quedando asi demostrada la proposicion, por doble reduccién al absurdo.

Proposicion 24. “El método relativo a los teoremas mecanicos”

Arquimedes plantea en esta proposicion que el area de la primera vuelta de la espiral es equivalente
a una tercera parte del primer circulo (primera vuelta y primer circulo, hacen alusion a las figuras
formadas desde la linea que une el punto inicial con el punto final donde se determina el primer
giro).

Procedimientos y algoritmos:

Construccion de la primera vuelta de la espiral inscrita en el primer circulo.

Division del circulo en sectores por medio de los radios.

Se forman dos sucesiones de sectores circulares definidos por los cortes entre los radios del
circulo y la espiral:

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica Septiembre 8, 9y 10 de 2011 Bogota, Colombia 205



e Tras delimitar dos sucesiones de sectores circulares, una inscrita y otra circunscrita, Se plantea
que la diferencia entre el area de ambas sucesiones puede hacerse tan pequefia como se quiera,
dependiendo de la cantidad de radios trazados.

e Arquimedes plantea por via indirecta la demostracion de esta proposicion, asume que si el area
de la espiral no es igual a la tercera parte del area del primer circulo, entonces debe ser mayor o
menor.

e Apoyado en resultados de la proposicion 10 del mismo libro, y en la proposicion 2 del libro
XII de los Elementos, mediante las cuales se garantiza que los sectores circulares semejantes,
guardan entre si la misma razéon que los cuadrados de sus diametros, llegando a si a una
contradiccion con las suposiciones de que el area de la espiral es menor a la tercera parte del
primer circulo, lo que conduce a garantizar su igualdad.

Tipos de argumentos

En las distintas proposiciones se evidencia la justificacion desde etapas logicas, necesarias para
deducir la proporcién o situacion expuesta. El hilo de la demostracion se apoya en proposiciones
anteriores, tales como (X, 1), (XII, 2) y la Def. IV. Sin embargo Arquimedes conoce previamente el
resultado de la demostracion, por tanto niega la tesis como parte de la demostracion, lo que lleva a
establecer relaciones de proporcionalidad con un area mayor o menor al area de la espiral.

Se observa que si se inscriben en un circulo, primero cuadrados, luego octdgonos, y se contintia
duplicando el nimero de lados de los poligonos, el area comprendida entre el poligono y el circulo
se va reduciendo en mas de la mitad en cada paso. Se usa este argumento para generalizar la idea
de que la diferencia entre el circulo y un area menor, puede ser tan pequefla como se quiera, por lo
tanto el método de exhaucidn se usa para garantizar que cualquier poligono inscrito en un circulo,
no puede guardar la misma razén con el cuadrado de su didmetro, como la razén entre el circulo y el
cuadrado de su diametro.

Un argumento importante se basa en determinar que la proporcion no se da con una magnitud
mayor o menor a la magnitud dada, definido como doble reduccion al absurdo, pues si la magnitud
buscada no es diferente al circulo, entonces debe ser igual.

En cuanto al lenguaje utilizado, es valido analizar la importancia de las distintas representaciones,
ya sean geométricas, graficas o verbales, incluyendo las descripciones formales o empiricas, dado
que la comunicacion es un proceso que permite no solo la transmision de ideas, sino la comprension
de los objetos matematicos desde la idea de signo y simbolo. Entre la comunidad académica circula
la idea de las matematicas como una disciplina formal, rigida y aburrida desde el propio lenguaje y
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cantidad de simbolos utilizados, muchas veces porque los docentes no privilegian las
representaciones a las que acuden los estudiantes.

Dentro de la revision del problema de las cuadraturas desde las proposiciones, se evidencian
elementos concernientes al lenguaje, procedimientos, argumentos y situaciones que al ser
referenciadas en el disefio y gestion de procesos de enseflanza, permitira poner en juego aspectos
que aportan a la comprension de la integral.
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Desarrollo de la intuicion espacial a partir de
la representacion plana y construccion espacial
de los poliedros regulares convexos

Michael Jamid Aldana Boada', knight 8807@hotmail.com
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

1. INTRODUCCION

El hombre tiene unas primeras percepciones de su entorno usando todos sus sentidos, y el desarrollo
de estas capacidades utilizando actividades para dicha tarea, hace que el estudiante pueda
representar de mejor manera las construcciones espaciales que realiza en su mente, por ello la
aplicacion de la secuencia de actividades planteada para la investigacion tiene como intencion
desarrollar la intuicion espacial y ayudar a la comprension y utilizacion de las propiedades de los
objetos tridimensionales trabajados (poliedros regulares).

Ahora, la secuencia se planteo teniendo en cuenta investigaciones como las de Mitchelmore (1980)
Soler (1991) y Lebron (1986), para luego hacer énfasis en tres caracteristicas importantes sobre el
estudio de la intuicidn espacial:

e Reconocimiento de los poligonos regulares:
e Nocion de regularidad en los poliedros:
e Larepresentacion de los poliedros regulares convexos:

A partir de las anteriores caracteristicas se plantea la siguiente pregunta de investigacion:

¢ Como desarrollar la intuicion espacial a partir de la aplicacion de una secuencia
de actividades que desarrolle la construccion espacial y la representacion plana
de los poliedros regulares convexos?

2. SECUENCIA

Se compone de un pre-test, un pos-test y tres actividades, donde los estudiantes construyeron de
manera espacial, representaron en el plano y analizaron los cinco poliedros regulares convexos.

3. ANALISIS

El analisis se realiz6 a partir de los siguientes tres aspectos:

! Estudiante del programa de Licenciatura en Educacion Basica con énfasis en Matematicas, LEBEM.
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e Observacion y manipulacion: donde se hizo énfasis en las construcciones espaciales hechas
por los estudiantes, analizando el desarrollo de la intuicion a partir del trabajo manipulativo.

o  Representacion plana de los objetos: se estudio las representaciones planas de los objetos
espaciales, donde los estudiantes llevaron un desarrollo en sus dibujos.

o [nterpretacion de las construcciones y representaciones: en este aspecto se analizo las
interpretaciones que hace el estudiante de sus construcciones espaciales y planas, y como
ello influye en el desarrollo de su intuicion.

Asi es que en cada una de las actividades planteadas, se realiz6 un analisis al mismo tiempo de los
tres aspectos mencionados anteriormente.

4. CONCLUSIONES

La experiencia en el aula junto con el lenguaje matematico indicado, hace que el desarrollo de
la intuicion sea mas adecuado en el estudiante.
Los estudiantes al reconocer diferencias de “forma” tienen que hacer aproximaciones mentales
de los objetos y caracterizarlas desde su percepcion, y si en esta diferenciacion aparecen ciertas
caracteristicas dadas por la experiencia de cada individuo, su intuicién estara mas desarrollada
que en una caracterizacidon meramente intuitiva.
En el transcurso para el mejoramiento de la intuicion espacial, los estudiantes hicieron evidente
ciertas dificultades como:
=  Es mas dificil construir los poliedros usando cartulina que con palillos.
» Los estudiantes adecuan sus construcciones segin sus conocimientos o al nivel de su
intuicion espacial.
= Las construcciones espaciales son de menor dificultad que las representaciones en el
plano.
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Una relacion entre el orden de las derivadas
de la serie logaritmica y los parametros
de la distribucion binomial negativa
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Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Juan Pablo Mojica Macias
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Resumen. Dada una variable aleatoria discreta, la funcion de densidad de probabilidad para ella,
debe cumplir con que la serie obtenida al sumar las probabilidades puntuales debe converger a 1.
Para el caso de la distribucion de una variable binomial negativa, la cual mide el nimero de éxitos
antes de obtener un numero fijo de fracasos, la prueba de esta condicion puede realizarse acudiendo
a la serie logaritmica, y mas exactamente, a las derivadas de distintos ordenes de esta serie, donde
los parametros de la distribucion binomial negativa estan relacionados con el orden de las derivadas
de la serie logaritmica. Ademads, si se integra la serie asociada a la binomial negativa y se dan
valores especificos a las constantes de integracion se obtiene la serie de la distribucion logaritmica
y, partiendo de esto es posible dar una interpretacion de dicha distribucion.

Palabras clave: probabilidad, variable aleatoria discreta

1. INTRODUCCION
La distribucion Logaritmica fue trabajada por los estadisticos (Fisher y Corbet, 1943) al estudiar la

reparticiéon de mariposas en Malasia, especificamente al estudiar el nimero de polillas de diferentes
especies capturadas en una trampa de luz en un periodo dado.

Considerando la expansion en serie de Maclaurin de

=Inll —x}
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puede obtenerse la funcién de densidad de probabilidad de la serie Logaritmica, desde la cual es
posible determinar la relacion existente entre esta distribucion y la Binomial Negativa.

2. DE LAS SERIES DE POTENCIAS CONVERGENTES A LAS FUNCIONES DE
DENSIDAD DE PROBABILIDAD

Suponga que se tiene una serie de potencias convergente

Z i, x" = Lix)}

=l
con 4y, dependiendo solo de ¥, y £ un nimero real en el intervalo de convergencia [—r.v].

Es importante destacar que si una serie de potencias converge para todo ® =41} entonces,
también para todo @ = {.1]:

- i

d i _
T Z e = z gt
n=a =0 n==
y
- H1l :I:
f Z i el = Z . f nliln = Zﬁ' L
=0 = n=u

Puede establecerse entonces una funcion de densidad de probabilidad de alguna variable aleatoria
discreta finita como sigue:

win=114+1,..:

':]_. & Ul LU,

3. DE LA SERIE LOGARITMICA A LA DISTRIBUCION BINOMIAL NEGATIVA

Partiendo de la funcién de densidad de probabilidad de la serie Logaritmica con parametros
n=1012 . ywm = {L1] es posible determinar la distribucion Binomial Negativa, resultado que se
obtiene efectuando las derivadas de la serie Logaritmica con respecto a .

Al realizar la primera derivada, se obtiene la funcién de densidad de probabilidad de la distribucion
geométrica donde 1 = U.1.2, ... representa el nimero de sucesos antes del primer fracaso en una
sucesion de experimentos de Bernoulli independientes con parametro .

Efectuando nuevamente el proceso de derivacion se obtiene la funcion de densidad de probabilidad
de la distribucién Binomial Negativa con parametros 2 y i, parat = i, 1.2, ...
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Es posible entonces determinar una relacion entre el parametro de la distribucion Binomial Negativa
y el orden de la derivada de la serie Logaritmica.

4. DE LA BINOMIAL NEGATIVA A LA SERIE LOGARITMICA.

En esta seccion se verd, como usando la integracion de la serie definida anteriormente para la
Binomial Negativa, puede encontrarse la Serie Logaritmica dando valores especificos a las
constantes de integracion.

Tomando la serie definida para la Binomial Negativa de parametros [%.Jt] se integra eligiendo una
constante de integracion apropiada, obteniendo asi la serie binomial de parametros [x — 1.k}, Es
claro que dicho proceso solo encontrara alguna clase de dificultad al tener que integrar la serie
geométrica, para cuyo caso se toma otra constante de integracion para que la serie quede bien
definida y de esta manera pueda determinarse la serie asociada a la distribucion Logaritmica.

5. CONCLUSIONES

El parametro de nimeros de fracasos de la Binomial Negativa es el nimero de derivadas necesario
para obtener la serie Binomial Negativa de la serie Logaritmica.

La distribucion Logaritmica es interpretada usando el método presentado como una distribucion
para modelar la probabilidad de obtener 1 sucesos haciendo que el numero de fracasos del
experimento de la Binomial Negativa tienda a cero.

El vinculo para ir de una distribucion a otra sigue el siguiente algoritmo. Primero, se escoge una
funcién de densidad de probabilidad. Segundo, se encuentra la serie asociada a la funcion de
densidad de probabilidad. Tercero, se deriva o integra esa serie tantas veces como sea necesario
para obtener la serie asociada a la funcion de densidad de probabilidad buscada. Cuarto, se divide el
término general de la serie obtenida por su suma. Finalmente, si no se sigue el cuarto paso del
algoritmo planteado anteriormente, y en cambio de esto, se divide la serie obtenida en el tercer paso
por su suma, se encontrara una manera de probar que la funcién de densidad de probabilidad, de la
distribucion asociada a la serie, suma uno.
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La unidad similar a partir de
las formas geométricas de la seccion aurea

Liz Pieranllely Acero'
Ménica Andrea Diaz’
Héctor Mauricio Becerra G.*
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Resumen. Contemplando las necesidades del curriculo actual de matematicas y las investigaciones
que son referidas al desarrollo del pensamiento multiplicativo, especialmente las relacionadas con
la construccion de la unidad similar por su desarrollo de conceptos como la razon y proporcion en
el contexto geométrico, se realiza una reflexion teorica, que permita la aproximacion de la unidad
similar como objeto de enserianza y aprendizaje de las matemdticas, respondiendo asi, a la
necesidad de explorar y plantear un analisis de la seccion aurea en las formas geométricas que son
construidas por los estudiantes a través de formas primitivas como lo sefiala la conjetura splitting.

En los Lineamientos Curriculares (1998) se propone la busqueda y el planteamiento de nuevas
alternativas que involucren situaciones matematicas que permitan el 6ptimo desarrollo de los
contenidos establecidos, especificamente en el desarrollo del pensamiento espacial y sistemas
geométricos; desde esta perspectiva, se tiene en cuenta la propuesta de la conjetura splitting hecha
por Confrey (1994) como forma alterna que permita la comprension y construccion del sistema de
numeracion desde acciones primitivas como la reproduccion y/o relaciones de semejanza que
pueden ser desarrolladas a través de las transformaciones geométricas; generando la construccion de
estos diferentes sistemas numéricos a través de situaciones de tipo exponencial que presentan un
splitting; sin la necesidad de recurrir al conteo y la suma reiterada como actividad matematica.

El splitting o similaridad se define como:*

en un mundo n- splitting, donde la accion sucesora es multiplicar por n, la unidad es n. En
splitting, n puede ser visto como la accion multiplicativa invariante entre sucesor y predecesor,
esta es la accion repetida. (Confrey, 1994, p.16)

De esta manera se caracteriza el splitting o similaridad por repetir varias veces un original;
construyendo la multiplicacién a partir de un splitt o unidad similar,” que a través de acciones como

Estudiante de la Licenciatura en Educacion Basica con Enfasis en Matematicas, correo-e: darmak88@yahoo.com

2 Estudiante de la Licenciatura en Educacion Basica con Enfasis en Mateméticas. correo-e:
andreadg_323@hotmail.com

? Docente de la Licenciatura en Educacién Basica con Enfasis en Matematicas. Integrante del grupo de investigacion
MESCUD (Matematicas Escolares —Universidad Distrital), correo-e: hemabe2@yahoo.es

* Similaridad es el término propuesto por Becerra y Romero (2008) para hacer una traduccion al castellano
de splitting.

> Concepto de unidad en el mundo del splitting denominado por Becerra y Romero (2008, parr.11) “como la
relacion invariante entre el sucesor y predecesor siendo esta, en el mundo de la similaridad: la razon”.
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agrandar, reiterar, repetir, entre otros, se genera la creacion de un conjunto de multiples grupos
iguales. Las situaciones que contribuyen al desarrollo de la unidad similar se generan a partir de
contextos que presentan un crecimiento, involucrando la forma del objeto, tal como lo hace la
semejanza en las formas geométricas y que permite el desarrollo del concepto de recursion® (como
son los procesos de ampliacion y reduccion), propiciando en el estudiante la identificacion de la
unidad similar y las veces que ésta se repite, para formar una figura comprendida por sub-partes que
conservan su forma, pero que se caracterizan por cambiar de tamafio.

Uno de los contextos que evidencia situaciones de crecimiento y que ha sido estudiada desde la
época Griega es la seccion aurea, la cual permite a partir del andlisis de sus formas geométricas
reconocer la proporcion y la recursion como constructos de figuras geométricas, lo que genera el
desarrollo de las diferentes acciones conceptualizadas para la construccion conceptual de la
similaridad, como es resaltado por Confrey (1994, p.20) al indicar que “la geometria provee una
base fértil para explorar, refinar e ilustrar estas distinciones”.

La proporcion aurea data desde la época griega cuando se empieza a estudiar la razén y la
proporcion desde el pensamiento pitagorico y que posteriormente es definida por Euclides en sus
Elementos como:

Se dice que una recta estd dividida en extrema y media razon cuando la recta entera es al
segmento mayor como (el segmento) mayor es al menor. [Euc. VII, Def 3]

Esta proporcion se ve representada geométricamente en el pentagono regular’, a partir de relacion
de la diagonal del pentagono y uno de los lados. Sin embargo, el descubrimiento de ésta en la
cultura griega trae consigo no so6lo el desarrollo aritmético de la proporcion, también implica un
avance en la geometria plana; tal como lo sefiala Becerra y Romero (2008) al retomar la obra “Los
Elementos de Euclides”, donde establecen que las construcciones geométricas de esta obra pueden
ser estimuladas a través del concepto de la unidad similar que es construido y determinado por la
proporcionalidad entre magnitudes de longitud, 4area y volumen; caracterizando a esta unidad como
un ente de crecimiento entre magnitudes continuamente proporcionales.

La proporcion aurea trasciende al punto de introducir su continuidad al realizar la multiplicacion de
areas semejantes a una dada con distinto tamafio; tal como lo explicitan Becerra y Romero (2008) al
analizar los gnomones en las magnitudes longitud y area triangular de la Figura 1, donde establecen
que en éstas se obtiene la similaridad a partir de la proporcién continua:

La proporcion continuada potencialmente infinita: AC:CB::CB:DB::BD:DE::DE:EF...
generando la siguiente serie: AC, CB, BD, DE, EF,...ordenada de mayor a menor.

En la magnitud area triangular se obtiene “la siguiente proporcion continuada potencialmente
infinita ABC:ADC::ADC::CDB::CDB:CEB... generando la siguiente serie ABC, ADC, CDB,
CEB, :.. ordenada de mayor a menor.

% Otte (como se cita en Confrey, 1994) define el concepto de recursion como: “un objeto se dice recursivo
si se contiene a si mismo como una parte, o se define por si mismo” (p. 20).

7 Es conocido como la representacion formal de la Escuela Pitagorica.
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FIGURA 1: Construccion gnomon en area triangular

Es asi como se puede evidenciar que la construccion de figuras geométricas que contengan como
unidad de crecimiento la proporcion aurea (ABC:ADC::ADC:BD), empieza por el planteamiento de
la razén aurea (ABC:ADC); 'y que su repeticion conserve esta  razon
(ABC:ADC::ADC::CDB::CDB:CEB...), generando la recursion a partir de multiples copias, que en
este caso se presenta con la construccion del gnomon triangular (ADC, CEB, BDF...). De esta
manera se establece la estrecha relacion que guarda los gnémones y la proporcion aurea, donde
evocamos la siguiente afirmacion:

El uso de la unidad similar, se refiere directamente con la construccion de figuras,
secuencias de magnitudes proporcionales, [v] generacion de bases posicionales de
representacion de magnitudes. (Becerra & Romero, 2008, parr. 42.)

Como se ha propuesto, tanto el desarrollo de la unidad similar y la proporcién aurea requieren de un
constante desarrollo geométrico, que permite encontrar en las transformaciones de las figuras
geométricas, las principales razones para establecer relaciones entre las magnitudes.

Todo lo anteriormente propuesto, se analizara en el proceso de ensefianza y aprendizaje a partir del
estudio elaborado por Piaget y Garcia (1984), sobre la comparacion entre la evolucion y el
desarrollo del pensamiento cientifico en la historia de la humanidad (especificamente cuando se
toma el caso de las estructuras geométricas), con el paso de una etapa a otra en una misma época, y
que es caracterizada a través de los estadios psicogenéticos, los cuales son generados cuando la
persona puede establecer acciones y manipulaciones de un objeto que desarrollen el pensamiento
natural del hombre, éstos son denominados como: intra-operacional, inter-operacional y tras-
operacional.

En este caso, la seccion qurea empieza con la division de la magnitud longitud, asi: “el fodo es a la
parte mayor como la parte mayor es a la menor”; este razonamiento esta asociado al nivel intra-
operacional, porque caracteriza la accién de particionar un solo registro, en este caso la magnitud,
pero “ el sujeto ignora o no busca ningun poder constructivo intrinseco, por lo que se somete a lo
dado desde el exterior” (Piaget y Garcia, 1984, p. 163), es decir, el sujeto (estudiante) ignora que
puede construir una estructura geométrica mas compleja a partir de esa razon.

Cuando la proporcion aurea se conceptualiza como la accion de dividir el segmento bajo una razoén,
el sujeto (estudiante) es capaz de establecer proporciones entre razones aureas, caracterizando lo
que Piaget y Garcia (1984) describen en el nivel inter-operacional como: “si bien hay aqui una
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nueva situacion, existen sin embargo limitaciones que provienen del hecho de que las
composiciones son restringidas ya que solamente pueden proceder con elementos contiguos” (p.
165)

Por tultimo, el sujeto (estudiante) esta en un nivel trans-operacional porque establece elementos
contiguos de acuerdo a una proporcion, y a partir del desarrollo geométrico identifica una
proporcion continta desde el establecimiento de la razon durea como unidad similar, que permite la
recursion entre areas que constituye un gnomon, el cual esta caracterizado por conservar la misma
forma gracias a la unidad de crecimiento, aunque el tamafio sea diferente.

Concluimos que la seccion aurea es un contexto que potencializa el establecimiento de la unidad
similar y la similaridad, a través de la construccion y analisis de las formas geométricas, teniendo
en cuenta en el proceso de ensefianza y aprendizaje la construccion del pensamiento cientifico, a
partir de las etapas de conocimiento inter, intra y trans-operacional, que permita el desarrollo de
ésta.
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Conjuntos suma pequenos
en grupos finitos no abelianos

Andrés Fernando Jaramillo Mejia
Euclides Diaz Arcos
Universidad de Narifio

Resumen. El objetivo principal de esta propuesta es socializar el “Problema de los conjuntos
suma pequeios” y dar una introduccién de algunos resultados obtenidos por Eliahou y Kervaire
en ciertos grupos finitos no abelianos concernientes a esta problematica, ademdas presentamos
algoritmos desarrollados en el sistema de algebra computacional GAP, los cuales permiten
observar la dificultad para hallar los valores de la funcién H&, debido al gran numero de
operaciones que se deben realizar. Por tal motivo, adquiere importancia la busqueda de una
formula explicita que modele Ez y cuyo calculo no sea dificil de encontrar.

1. INTRODUCCION

Sean A y B dos subconjuntos no vacios de un grupo G. El conjunto suma (o producto) de
Ay B, denotado con <1 - & | es el conjunto de todos los elementos de G que se pueden expresar,

por lo menos de una forma, como producto de un elemento & € 4 por un elemento beB , €8
decir

A-B={a-b:aed vy beB}

En matematica, la Teoria Aditiva de Numeros es un campo de estudio en el cual se han hecho
avances significativos en los ultimos tiempos, entre los diversos problemas que aqui se estudian, es
de gran interés encontrar una cota inferior para 4 - Bl en términos de A y B, donde A y B son
subconjuntos no vacios de un grupo G. Dentro de este contexto un problema de interés denominado
el Problema de los Conjuntos Suma Pequefios es determinar una féormula explicita que permita
calcular el minimo de los cardinales |4 = Bl donde A y B son subconjuntos finitos de un grupo G
sujetos a las condiciones 14l = 7 y Bl = 5 | es decir se desea calcular los valores de la funcion

ug(r.s)=min{ld - 5|:A.B € G,|4l=r v |B| =5}
donde r y s son enteros positivos tales que 7'+ 5 = 151,

Evaluar directamente el valor de s es un proceso complicado debido al gran numero de
operaciones que se deben realizar, alin utilizando métodos computacionales. En verdad no existe
un algoritmo en tiempo polinomial que permita calcular los valores de la funcion #¢, por tal
motivo, adquiere importancia la busqueda de una férmula explicita que facilite su calculo.
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Uno de los primeros resultados obtenidos en esta problematica puede remontarse a 1813 cuando

Cauchy en [4] probd que en el grupo ciclico G =Z/PL de orden p, con p primo, se satisface la
ecuacion

Uer.s)=min{p.r + 5 —1} paratodo 1=r.5<p

Resultado que fue redescubierto por Davenport [5] en 1935, por lo que se conoce como el teorema
de Cauchy-Davenport.

A
Plagne en [6] probd que en el grupo ciclico 6= #Z de orden n se satisface la siguiente formula:
G (7.5) = m(min@din){(ir/d] + [s/d] — 1)d}
Posteriormente Eliahou, Kervaire y Plagne en [7] usando el teorema de Kneser extendieron este
resultado a la clase de grupos abelianos finitos, en verdad ellos probaron el siguiente teorema:
Teorema 1 Sean G un grupo abeliano finito y r, s dos enteros que satisfacen 1 = 7.5 = |G|
u,G (r.5) = w(min@d||5] J{(r/d] + [s/d] — 1)d}

En 2005, Eliahou, Kervaire en [8] y Plagne en[9] trabajando en forma independiente lograron
determinar una formula explicita que modela la funcion s donde G es un grupo abeliano
arbitrario, en términos de la funcion

<69 =, Sageerlla + [ - 1) 0

donde H1{G)={h € N:h es el orden de un subgrupo de G} Este resultado se enuncia a
continuacion.

Teorema 2 Si G es un grupo abeliano arbitrario entonces B¥r»5)= Kg(r.5) para todo
1,5 €L yales que T-5 < IGI,
Es de notar que para grupos no abelianos la ecuacion (1) en general no se cumple, por ejemplo para

el grupo alternante G =<A, de orden 12 (grupo de permutaciones pares en Ja ), tomando s = K
tenemos:

1,G (6,6) = m(min@h € H (A, 4){([6/k] + [6/h] — 1)k} =9 # 6 = u(min@d |12){([6/d] + [6/d] — 1)d}

dado que =1a no tiene subgrupos de orden 6, es decir, D(12) = {1, 2, 3, 4, 6, 12} # H(=%) = {1, 2,
3,4, 12}.

2. ALGUNOS RESULTADOS EN GRUPOS NO ABELIANOS

Cabe resaltar que se han hecho avances significativos en los ultimos tiempos en torno a esta
problematica para grupos finitos no abelianos, por ejemplo en [10] Eliahou y Kervaire prueban que
si G es un grupo soluble finito de orden n, entonces M5} = K1, 5}, para todo par de enteros

T=r.==mn  Después, ellos en [11] demostraron que para el grupo diédrico G =Dy de orden
2p™ | con p primo, se satisface la ecuacion:
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— 4 e oo BT
k. 5) = K5 (. 5) para todo par de enteros ry s tales que 1 = 7.5 < 2p™

En [12] Eliahou y Kervaire prueban que si G es un grupo soluble, se tiene Helr.s) = ‘N;fr?[n S],

donde

N IHEH- i | WO
T L —|+|-|-1]n
i e V(G h h
R 1 — = = ] b | b | ] - —-
Al 1— i, i Wh oac ol ATAQE S I CIENROFnnn noarm al da (-
y-..'-r L L T IEa e i L LI LLTED LI LIEI FLARFCE L P RS LiUrd airida imL 7§

, contribuyendo de alguna
manera a acotar £g superiormente para una subclase particular de grupos no abelianos.

3. ALGORITMOS DE LA FUNCION Ug

Presentamos en esta seccion algoritmos en GAP desarrollados durante la investigacion, los
cuales seran de gran ayuda para contribuir a una posible solucién del problema, ya que
estos permiten observar posibles resultados que posteriormente se trataran de probar o
refurar.

>m_miw=function(mGru,r,s) #algoritmo de fuerza bruta para obtener miu(rs).
local n, m, cdl, cd2, Tin, Tfi;
Tin:=Runtime();

GrCn:=Set{mGru); #Convierte mGru de grupo a Conjunto.
grl:=Combinations{GrCn,r}; #orl es el conjunto de todos los subconjuntos de G de cardinal ©
gr2:=Combinations(GrCn,s); #gr2 es el conjunto de todos los subconjuntos de G de cardinal s.

cd1l:=Number{grl)}; cdZ;:=Number{gr2}; #Cardinales de grl y gr2.
n:=Number{GrCn);
foriin [1..cdl] do
conjl:=gri[i];
for jin [1..cd2] do
conj2:=gr2[j]:
m:=CarDi{conjl, conj2);
if m<n then ni=m; fi;
od; Print {n,"\n");
od;
Tfi:=StringTime(HMSMSec(Runtime(}-Tin});
return [n,THi];
end;
[ function{ mGru, r, s } ... end

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica Septiembre 8, 9y 10 de 2011 Bogota, Colombia 219



»m_kappa:=function(g.r,s) #Funcion Kappa donde g es el orden de un grupo abeliano
if r+s>g then return g; #yr, s son los cardinales de conjuntos A y B.
else
Ki=g:

L:=Divisorsint{g); foriin L do
K1:={techolri)+techo(s,i}-1)%1; Print{K1, "\n"});
it K1<K then K:=K1;

fi;

od;

return K;

fi;

end:

[funcﬁon{ g.rs)..end

>mOrden:=function{mGru) #Esta funcion obtiene el conjunto de ordenes de subgrupos del grupo mGru
local nH, GnAll, mH;
nH:=[];
GnAll:==Combinations(GeneratorsOfGroup(mGru}); #Agui se encuentra la lista de todos los posibles generadores de mGru
for jin GnAll d0|

mH:=Subgroup{mGru,j); #mH es el subgrupo generado por el generador j en GnAll
nH:=Union{nH,[Order{mH)]}; #Por este metodo se recogen todos los ordenes de los subgrupos en mGru
od; return{nH);
end;

[ function{ mGru } ... end
>mOrdenN:=function(mGru) #Esta funcion obtiene el conjunto de ordenes de subgrupos Normales del grupo mGru
local nH, GnAll, mH;
nH:=[[;
GnAll:=Combinations(GeneratorsOfGroup(mGru}); #Agui se encuentra la lista de todos los posibles generadores de mGru
for jin GnAll do
mH:=Subgroup(mGru,j): #mH es el subgrupo generado por el generador j en GnAll
if IsNormal{mGru,mH) then
nH:=Union{nH,[Crder(mH]]); #Por este metodo se recogen todos los ordenes de los subgrupos Normales en mGru
fi;
od; return{nH);
end;
[ function{ mGru ) ... end
>mOrdenN{G); mOrden{G};
[ [1,4,8,13, 26, 52, 104, 208, 416 ]
[1,2, 4,8, 13, 16, 26, 52, 104, 208, 416 ]
»Order{G);
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Simple permutations with order 4n+2

Eduardo Martinez
Universidad Sergio Arboleda

Abstract. The problem of genealogy of permutations has been solved par- tially by Stefan (odd order) and
Acosta-Huménez & Bernhardt (power of two). It is well known that Sharkovskii’s theorem shows the
relationship between the cardinal of the set of periodic points of a continuous map, but simple permu-
tations will show the behavior of those periodic points. This short comunication will present the basics of
combinatorial dynamics and the solutions to the Genealogy’s problem discovered up to these days.

1. INTRODUCTION

According to the Encyclopadia Brittanica, genealogy is “the study of family origins and history”. In
this paper we are going to show the transposition of this idea to the context of combinatorial
dynamics and particulary, how genealogy can be used as a way to understand forcing relationships
between periodic points.

The Combinatorial Dynamics as a field appears in 1964 with the paper “Co-Existence of Cycles of
a Continuous Mapping of a Line onto Itself” written by Oleksandr Mikolaiovich Sharkovskii. From
this point and on, the study of algebraic and topological relationships of continuous functions in R
becomes important. In this context, permutations can be used to show minimal orbits.

Subsequently, Louis Block defined a special kind of permutations called simple orbits (also known
as Block’s Orbits). In this definition Block emphasizes in the three different kinds of orbits related
to the three different “tails” in Sharkovskii’s order. The odd order simple permutations are also
known as Stefan Orbits. There exist two per order and its forcing (genealogy) can be described as
two separated lines according to the first permutation.

Chris Bernhardt suggested the study of predecessors and successors of a simple permutation in his
paper “Simple permutations with order a power of two” in which he describes a procedure to find
the predecessor and the successor of any permutation of order a power of two by using
transpositions, rising up a tree with this partial ordering.

Recently the second author gave a new perspective to Bernhardt’s results, by including the
operations Pasting and Reversing in order to obtain a recursive al- gorithm that produces the
genealogy lines in order a power of two. From this point and on, Pasting and Reversing becomes an
important way to study the genealogy problem in the remaining order: Mixed Order.

2. COMBINATORIAL DYNAMICS

In this section basic ideas about Combinatorial Dynamics will be expsosed: fixed point, periodic
point, permutations set of a function, forcing between permutations ans Sharkovskii’s theorem.

3. GENEALOGY OF PERMUTATIONS

In this section the problem of genealogy of permutations will be explained, starting with the
definition of simple permutation or Block’s orbit.
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This section will describe the results obtained by Stefan and Block about odd order permutations.

3.1. ORDER A POWER OF TWO

This section will present the results obtained by Bernhardt and Acosta-Humanez about simple
permutations with order a power of two.

4. FINAL REMARKS AND OPEN QUESTIONS: MIXED ORDER

Finally, i will present the open problem of Simple Permutations with order 4n+2, the first case of
the mixed order.
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Sistemas Iterados de Funciones
a partir de Sistemas Dinamicos

Cristian Camilo Espitia Morillo
Universidad Industrial de Santander

Resumen. El objetivo de la exposicion es mostrar una relacion entre Conjuntos de Julia y Sistemas
Iterados de Funciones (SIF's). Para esto, se presentan inicialmente conceptos basicos de la teoria de
Sistemas Dinamicos discretos y de la teoria de los SIF's. Posteriormente se muestran algunos
ejemplos de Sistemas Dinamicos cuyo correspondiente Conjunto de Julia es el atractor de un SIF y,
finalmente, algunos teoremas que generalizan los ejemplos.

INTRODUCCION

Los sistemas iterados de funciones y los sistemas dinamicos discretos constituyen dos métodos en
cierta forma ‘“duales” para construir fractales, como el atractor de un SIF o el Conjunto de Julia
asociado a un sistema dinamico discreto. Para esto se presentan algunas definiciones necesarias para
establecer una relacion entre dichos métodos.

Definicion 1. Sea {X;w, ,n=1,...,N} un SIF totalmente disconexo con atractor A. La

transformacion Shift asociada a 4 es la transformacion S : 4 — A definida por S(a): anl(a)
para a en w, (A) Donde w, es vista como una transformacion sobre A. El sistema dindmico

{A, S } es llamado el Sistema Dinamico Shift asociado al SIF.

Definicion 2. Sea f : C—>C un polinomio de grado mayor que 1. F(f) denota el conjunto de
puntos en Ccuyas Orbitas no convergen a infinito. Esto es F(f)={zeC:{f"(2)},_, es
acotada } .Este conjunto es llamado Conjunto de Julia Lleno asociado con el polinomio f. La

frontera de F'(f') es llamada el Conjunto de Julia del polinomio f, y se denota como J( f).

A continuacion se construye un S/F, a partir del sistema dindmico correspondiente a la curva de
Koch.

Considere el sistema dinamico {R”; '} donde f'es definida por:

(3, 3y) siz < g,
3 3.5 1 3 1.5 ST N R 1
fly) = (zr+ 50— 550 — o+ %), siz<r< g,
S T E T TV T | SE o1 4
{.EJ. - 'f_, Y 54— ‘2 T - \,.-“TI 8l ;< & < I

(3x — 2, 3y) slr = Z:
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Este sistema dinamico genera la curva de Koch (K), el cual esta relacionado al SIF
{Rz;wl,v1/2,v1/3,v1/4

3 6 6 6 6

y—gﬂﬁj y  owy(xy)= (1x+£,lyj

6 3 33

1J§J§1j

1 1
donde Wl(xay):(_xagyja Wz(an’)z[_x__J’a_x"‘_y

L1l
6 67 26

La relacion entre el sistema dinamico {Rz; f } y el SIF {Rz;wl,wz,w3,w4} es que {K 3 f } es el
sistema dinamico Shift asociado con el S/F.

En el mismo sentido (S/F obtenido a partir de un sistema dinamico), pero ahora con otro tipo de
funciones de variable compleja y valor complejo se tiene el siguiente teorema, tomado de [1]
(capitulo 7, pagina 268).

Teorema 1. Suponga que el sistema {é i f(2)=z"-2,4eC }, posee un ciclo atractivo
{Zl A 4 p} en C. Sea X la esfera de Riemann C con p+/ bolas abiertas de radio & removidas,

centradas en cada punto del ciclo y en infinito. Defina el SIF como

{X;Wl(z) :m,wz(z) :_m}

La funcidén W sobre H(X), definida por W(K) = w,(K) Uw,(K) VK € H(X). Lleva H(X) en si
mismo, de forma continua con respecto a la métrica de Hausdorff sobre H(X). Ademas
W :H(X)— H(X) posee un tnico punto fijo, J, el Conjunto de Julia para z°-1 y esta dado
por lim, W™ (K)=J, VK € H(X). Esto se tienen si la orbita del origen f/'(O) converge a
infinitoy X = C\ B(,¢).

CONCLUSIONES.

e En algunos casos particulares es posible obtener, a partir de un sistema dindmico, el sistema
iterado de funciones cuyo atractor es precisamente el conjunto de Julia del sistema dindmico
inicial.

e En la exposicion se plantea el camino SD (Sistema Dinamico) — SIF (Sistema Iterado de

Funciones). Es natural preguntarse por el camino inverso ;Dado un SIF, existe un SD cuyo
conjunto de Julia es el atractor del SIF original?

e Con el objeto de ser establecida formalmente la dualidad “atractor de un SI/F' Vs. Conjunto de
Julia de un SD”, desde un punto de vista matematico, se pretende mostrar resultados que
permitan establecer caracteristicas, bajo las cuales se asegure la existencia de tal dualidad.
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Modelos financieros estocasticos y
valoracion de activos contingentes

Jhon Freddy Moreno Trujillo, jhon.moreno@uexternado.edu.co
Universidad Externado de Colombia

Resumen. Las finanzas modernas o la modelacion financiera moderna, inician con el trabajo
doctoral de Louis Bachelier, presentado en la Sorbona en el afio 1900 y titulado Teoria de la
Especulacion. En este trabajo y bajo la direccion de Henri Poincaré, Bachelier propone un modelo
para el comportamiento del precio de activos financieros en la bolsa de Paris, donde el ruido
asociado a los cambios aleatorios en el precio es modelado mediante el movimiento Browniano.
Aunque el modelo de Bachelier presenta errores, pues es posible que los precios de los activos sean
negativos, sienta las bases para un amplio campo de desarrollos posteriores que llevan a resultados
como el presentado en los afios 70 del siglo pasado por Fisher Black, Myron Scholes y Robert
Merton, que permite la valoracion de opciones financieras de compra y venta de tipo europeo.

La hipdtesis central del modelo Black-Scholes-Merton es que los precios de los activos (5 ) se
comportan de acuerdo con un movimiento Browniano geométrico, es decir:

? = pdt + odW (1)

donde & es la tasa instantanea de retorno del activo, @ es la volatilidad y W1t} es un movimiento
Browniano estandar. Aplicando técnicas de calculo estocastico y el principio de replicacion se llega
a la siguiente ecuacion diferencial parcial de segundo orden parabolica:

celt, x) 4+ re{t x) + %Jz{ﬂxzcxx{t. x) = relt, x)

donde €(t. ) ¢s la funcién que denota el valor de un activo contingente en el instante £ cuando el
precio del activo subyacente es * .

La solucién a esta ecuacion diferencial parcial cuando se considera la condicion de frontera
C(T.5(T) = max{S(T) — K, ':'}, (que es la condicion de frontera para el caso de una opcion call

europea con precio de ejercicio K') lleva a la conocida formula de valoracion de Black, Scholes y
Merton.

clt,x)=xN(dy) —e "THEN(,)

El mercado y la academia han avanzado en el desarrollo de modelos mas generales que involucren
aspectos como volatilidades estocasticas o saltos. Lo se quiere es presentar es una breve
construccion del modelo para el comportamiento del precio de los activos, tres formas diferentes en
las que se puede llegar al resultado obtenido por Black, Scholes y Merton y dos potenciales
extensiones a modelos que incluyen volatilidades estocasticas y saltos.
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La Transformada de Radon
y su aplicacion en Tomografia Computarizada

Jaime Alfredo Burgos Diaz
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

José Manuel Higuera Aparicio
Universidad DistritalFrancisco José de Caldas

Resumen. La Tomografia Computarizada es uno de los procedimientos médicos mas utiles en la
actualidad, ya que permite obtener imagenes de secciones transversales del cuerpo humano,
aplicando Rayos X, las cuales permiten realizar el diagnostico de manera no invasiva. El proceso

mediante el cual se obtienen las imagenes a partir de proyecciones, es una aplicacion directa de la
Transformada de Radon.

1. ECUACION POLAR DE UNA RECTA

Figura 1

De acuerdo con la Figura 1, el segmento OR es perpendicular a la recta L, por lo tanto la
distancia del origen a L es p, el angulo que forma el segmento OR con el eje polar (o eje

x) es 0, un punto ¥ = 0. @) de la recta L satisface la condicion 2 = 7" - cos(¢ — &) de
donde:

p — 1 - cos{@)cos (D) + r - sen{@lsen(0)
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Si las coordenadas rectangulares de P son .33 =1 Q.. T -5eMm22) la ecuacion de
la recta sera: x - cos{0)+ y-senld) — p

Para valores de p y 0 dados todos los puntos {t.¥) € R que cumplan esa condicion,
representan la recta L.

. . —+ . . , .
Si asumimos ™ como el vector unitario normal a la recta L, ésta se puede definir como la

recta con vector normal * = {£e={5}, senF}} cyya distancia al origen es p, medida en la
. ., —+ . . ., —+ .
direccionde M si 2 * 0 oenladireccionde —1 sif =0
_',
Asumiendo P como un vector + = {x.: ¥} larecta L se puede definir como:

Lig, @) ={Fer®:P-i=p}

eun punto g {p.6 tenla

Proyection
completa gip 8} —, .
vara un anguls [

fijo !

.\'1 -+

Figura 2

De acuerdo con la Figura 2, un haz de rayos paralelos puede ser modelado utilizando un
conjunto de rectas expresadas en forma polar. La proyeccion de cada rayo es una medida de
la atenuacion que experimenta cuando atraviesa una region.
Si un rayo es representado por la recta L(p;.6) | fle.3) representa la densidad en {x.¥)
y glp;.0;) representa la proyeccion de ese rayo, entonces & (o;. ) se puede estimar

calculando la integral de linea de f{x.¥ sobre la recta L(pf’ Ek].

Para un angulo fijo & la proyeccion de un haz de rayos, el cual es representado por el

. 90.60=[ £y

conjunto de rectas L8 con 2 R gera:
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Si consideramos las proyecciones de todos los haces de rayos, es decir las que se obtienen
para todos los angulos 6, entonces

9(0.6) = fnfﬂ o, 8. vio. 63)dpd6

Que nos da el valor de la integral de linea (proyeccion) de f{x.¥) a lo largo de una recta

arbitraria L{2.8) en el plano x-y, y se denomina la Transformada de Radon de fle.y) y se

representa Rf, que es la base de la reconstruccion de imagenes a partir de proyecciones y su
aplicacion mas importante es la Tomografia Computarizada (TC).

2. TOMOGRAFIA COMPUTARIZADA

Una imagen puede ser definida como una funcién bidimensional @7} donde xy y son
las coordenadas en el plano y el valor de f para cualquier par (x.3)es la intensidad o nivel
de gris en ese punto, si  f{x. ) representa la densidad de los tejidos de un cuerpo y
hacemos pasar a través de ¢l un haz de Rayos X paralelos, la intensidad de dichos rayos
disminuira en forma proporcional a esa densidad. La atenuacion de la intensidad de un rayo
al pasar por el cuerpo se puede aproximar calculando la integral de f{x. ] sobre la linea
recta que representa su trayectoria, lo que equivale a calcular la Transformada de Radon

para un valor (o4 8x). Una tomografia es la imagen que se obtiene a partir de la medicién
de esas atenuaciones para todos los rayos, es decir la recuperacion de U ¥) a partir de
valores 9(2s- %) medidos.

El procedimiento basico para recuperar fCe. ¥ es construir una imagen a partir de cada

fa, (. V)

proyeccion obtenida para un angulo fijo #x, que representaremos

¥)

todas estas imagenes, es decir las f 8, %% . para todos los valores de &% medidos. Mientras

y luego sumar

mas proyecciones utilicemos para reconstruir f{x.¥) mas aproximada sera la imagen
obtenida. Es decir:
am
fleyl= ) fg Cy)

x—a

T
. , fle.y =J; .¥)d8
Si los valores de 0 fueran continuos, entonces: ° (x.7) folx:y)

.V

Debido a la simetria, los valores de /i 6, &% para T = 6 < 2T ge pueden obtener a partir

fa, Lx.¥)

de los valores de paraU =8 <7 por o tanto podemos decir que

T
Flosd= Y foten)

sz o

ire
Y que fle. )= L faCe.y)dd
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Cada imagen f6,05:3 go obtiene “proyectando” hacia atras la funcion £i2-€x? en el plano

x =¥, obtenido al rotar el plano x-y un angulo €, y se denomina la retroproyeccién de
9(p.6) para ;.

Las imagenes obtenidas con este procedimiento son borrosas, por lo tanto, hay que
mejorarlo.

3. TEOREMA DE LA REBANADA DE FOURIER (FOURIER - SLICE)

Este teorema es la base de los métodos de reconstruccion de imagenes, que tienen la
posibilidad de mejorar las imagenes borrosas.

La Transformada unidimensional de Fourier, respecto a p, de una proyeccion para un valor
fijode B es

G {ew, 83 = fm glp, &)- g ~JaMWP dp

Remplazando 9% 8 tendremos
6.0 = g6.6)- 7P dp

Teniendo en cuenta que 9% @ es una integral de linea para p y 6 dados, podemos escribir

Donde § es la “funcién” Delta de Dirac bidimensional, y remplazando %:0) en Glew, €3
tendremos que

De donde
G, 8 = J-m J-m fle,v)-e —jzr wlx- cosl@)+y-sen @) dxdv

Y haciendo %= @ - cos(6) y v=we sen(f) ge tiene que

o g0 . ) i
G, 83 = U J' Fle.v)- E—Jmmmuﬂixd},]
—00 "o U= w-cos(@Nv=-senE)

Y como la expresion entre corchetes es la Transformada Bidimensional de Fourier de
fle.y), que se representa I . 1) entonces

Glw. &) = Flw.v) donde u=w-cos(f) y v=a -sen(d)

En conclusion este teorema afirma que la Transformada de Fourier unidimensional de una
proyeccion &4 1) es una “rebanada” de la Transformada de Fourier Bidimensional de la
funcion fe ¥) de la cual fue obtenida la proyeccion para un angulo fijo .
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Si Flu.v} representa la Transformada Bidimensional de Fourier para una funcién

o -
i arl
AR

entonces la Transformada Bidimensional Inversa de Fourier para £ %2 esta dada por
o [ral . B .
fle.v) = f J- Flu,v) - e FTU+ g5 dy
—oa"—aod

ariables u y v en coordenadas polares como U = @ - C0 s(6) y

Expresando las v
= w - senlF) dxdy = wdwdb
semla} entonces ) , por lo tanto
. - fFIim oo R P L A ST T Y. Lt S
£ --% 1 1 yrrs o P — T o P— R = JL i AT LU, W IT VS EALLL ) e ]
T 4 vr= 1 | i) s o 1 &el SMECFRL T LY B . - - N T T LTI
fleyl=] | (Flw-cos(8),)w-senif))-e cwdwds
-a -a

Donde G{@.8) ¢sla Transformada Unidimensional de Fourier de la proyeccion & (p. 6)

correspondiente a la funcién L. ¥) para un angulo fijo 0. Ademas se tiene que
f{?.', },} — .[ j lewlG Cw, 8) - E_J:Hﬁd[x-cc-:(ﬁ')+_}=-5ﬂﬂ(l9:l]dmda
Que se puede escribir como

fley) = f[f l0lG(w, 6) - 7P dev| d6

Donde © — x ~cos{0r+y-senl0) La expresion entre corchetes es la Transformada
Inversa Unidimensional de Fourier para l@l-G{w.8} que se puede interpretar como una

sefial filtrada, con el inconveniente de que lel == cuando @ — = 'y su transformada
inversa de Fourier estaria indefinida.

En la practica se remplaza l@l por la funcion

Rlw) =

w| st lwl < mc}
0 si lwl = w,

Que debido a su grafica se denomina Filtro Rampa.

Este método para reconstruir imagenes a partir de sus proyecciones se conoce como el
Meétodo de las Retroproyecciones Filtradas, y permite obtener imagenes de mejor calidad.

REFERENCIAS
Gonzalez R. Woods R. 2008). Image Procesing. 3 Ed. Pearson.
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Obtencion de estrellas mediante
congruencias lineales y derive

Pedro Fernando Fernandez Espinoza
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Gabriel Cordoba Suarez
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Resumen. En el presente articulo se da a conocer un algoritmo para graficar estrellas de m puntas
por medio de congruencias lineales, se estudian algunas propiedades de dichas estrellas, y al final se
presenta una implementacion en el programa Derive 6.

Palabras Clave. Congruencia, Funcion Phi de Euler, Derive, Teoria de Numeros, Estrellas de m
puntas, Disefios Modulares.

1. INTRODUCCION

En un curso elemental de teoria de numeros, asignatura tipica de toda carrera de matematicas, suele
apoyarse el aprendizaje con un software matematico debido a que éste brinda al estudiante
verificacion de resultados teoéricos; exploracion de conjeturas y recreacion visual. La formacion
integral en este terreno parece garantizarse.

El paquete Derive, por ser creado para usos matematicos, tiene palabras primitivas simples y
sentencias logicas rapidamente comprensibles por los estudiosos con lo cual éstos, al trabajar con
Derive, perciben un ambiente amigable.

El articulo trata el tema de congruencia, y aplicaciones y enfatiza en una de ellas: construccion de
estrellas con Derive.

Para construir una estrella se marcan en una circunferencia los puntos 0, 1, 2...., (m-1) de tal suerte
que 0y 1;1y2;...;m-2ym-1; m-1 yO0 estén idénticamente distanciados. Estos puntos se conectan
siguiendo un orden establecido por una congruencia. Este procedimiento generara configuraciones
en forma de estrella como se muestra a continuacion.

Figura 1. Estrellas de 7 y 5 puntas respectivamente
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En el documento se desarrolla el tema de la siguiente forma: En una primera seccion se presenta la
definicion de congruencia y se dan propiedades; en la siguiente seccion se presenta la funcion phi
de Euler y algunas de sus propiedades y; a continuacién se muestra el proceso de construccion de
estrellas de m puntas; se enuncian y responden algunas preguntas que surgen en dicho proceso, por
ultimo se implementa en el software Derive una rutina para la construccion de estrellas.

2. CONCEPTOS BASICOS

2.1 CONGRUENCIAS

Una de las relaciones mas notables en la teoria de los niimeros es la relacion de congruencia,
introducida y desarrollado por el matematico aleman Karl Friedrich Gauss. Gauss, conocido como
"el principe de las matematicas" quien presentd la teoria de congruencias, como parte de la teoria de
la divisibilidad en su trabajo excepcional Disquistiones Arithmeticae, publicada en 1801 cuando
tenia tan solo 24 afios. La relacion de congruencia, comparte muchas propiedades interesantes con
la relacion de igualdad, y facilita el estudio de teoria de divisibilidad ademas que tiene muchos usos
fascinantes. A continuacion se presenta la definicion de congruencias junto con una aplicacion.

Definicion. Sean a y b enteros cualesquiera y m un entero positivo. Si m|(a-b) se dice que a y b son
congruentes modulo m y se nota:
a = bmod m

Si a no es congruente con b en médulo m se afirma que a no es congruente con b en moédulo m que
se denota como:
a = bmod m

3. ESTRELLAS DE M PUNTAS

Las aplicaciones de las congruencias son parte de la vida diaria. Las aplicaciones incluyen pruebas
de divisibilidad, interesantes acertijos, disefios modulares, calendarios perpetuos, series de billetes
en los bancos entre muchos otros mas. A continuacion se presentard, dentro de la aplicacion
conocida como diseflos modulares las denominadas estrellas de m puntas. Se ilustrara su
construccion mediante ejemplos, se tratara de responder a algunas preguntas que surgieron durante
su construccion y por Ultimo se presentara una rutina para su construccion en el programa Derive.

4. PROCESO

Para construir una estrella de m puntas, se seguiran los siguientes pasos:
e Se marcaran m puntos equidistantes en una circunferencia que corresponden a los vértices
de un poligono regular.
e Con los residuos 0 a m-1 mddulo m.

e Ahora se escogera un minimo residuo i modulo m tal que (i,m)=1.

e Por Gltimo se seleccionard un punto x y se unird con el punto £ = mod m.

e Pero se tendran en cuenta las siguientes restricciones para m y para i:
1. m#6 ym >4.

2.i#1 yademdsi#m—1
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Cabe notar que se restringird i y m para evitar caer en la construcciéon de poligonos regulares.
Durante el estudio de estas estrellas surgieron tres preguntas, que se trataran de responder a
continuacion:

» (Por medio de cuantos trazos diferentes se puede construir la misma estrella de m puntas?
» (De cuantas maneras graficas se puede construir una estrella de m puntas?
» (Qué estrellas son imposibles de hacer?

Para iniciar se tendra en cuenta que la cantidad de trazos diferentes con los que se puede construir la
misma estrella esta dada por:

m(p(m) — 2)

Ya que con la funcion @ se seleccionaran los niimeros i menores o iguales a m, tales que (m,i)=1
luego se restaran dos para extraer los casos en que i=1 ¢ i=m-1, y se multiplicara por el numero de
puntas, ya que estos seran los puntos por los cuales podremos arrancar la construccion.

Ahora usando el mismo razonamiento se afirmara que el nimero de maneras graficas diferentes de
hacer una estrella de m puntas, estara dada por:

¢(m) =2
2
Usando la proposicion anterior se obtendra que la tnica estrella imposible de hacer es la de 6 puntas
ya que:
_p(6)—2
2
=0

Lo anterior también se puede verificar usando teoria de grafos. A continuacién se presenta la
implementacion de esta teoria en el software Derive 6, dicha implementacion estara basada en una
relacion directa entre las coordenadas polares y las congruencias.

f(x, i, m):=IF(x + i =m, x + i, MOD(x + i, m))

g(i, m) :=RECURRENCE(f(w_1,i,m), w, [0], m + i)

estrella(m, x, i):=VECTOR([1, (2k\pi)/m]l, k, g(i, m))
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Propuesta de ensenanza-aprendizaje sobre la
interpretacion de la relacion de igualdad en el
algebra con el uso de la visualizacion
matematica de representaciones pictoricas

Fredy Avila Sinchez
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Diana Carolina Sierra Caro
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Resumen. En el siguiente se presenta un avance del desarrollo realizado por estudiantes de grado
octavo en un colegio de Bogota entorno a la interpretacion de la relacion de igualdad, llevado a
cabo en el marco de la elaboracion de la tesis de pregrado —Propuesta de ensefianza-aprendizaje
sobre la interpretacion de la relacion de igualdad en el algebra con el uso de la visualizacion
matematica de representaciones pictoricas— la cual se vale de representaciones pictoricas que
permiten la visualizaciéon matematica como medio para dotar de significado.

Se considera importante hacer un tratamiento sobre este tema, dadas las dificultades que sobre la
relacion de igualdad se presentan al momento de la transicion aritmética-algebra.

El trabajo expuesto corresponde al desarrollo general de la tesis que implica las interacciones entre
las tematicas de: visualizacion, representacion, e igualdad y las conjeturas que hasta el momento se
han elaborado sobre las interpretaciones que los estudiantes manifiestan.

Palabras clave: igualdad, algebra, visualizacion

1. PRESENTACION DEL ESTUDIO

A lo largo de nuestra formacion docente hemos podido percibir muchas de las problematicas
actuales en la ensefianza y el aprendizaje del algebra; algunas de ellas tienen sus raices en la
transicion aritmética-algebra, tal y como lo sefialan autores como: (Lazcano, s.f), (Tinjaca s.f.),
(Socas et al., 1996), entre otros. Por tal razon, se consider6é importante reflexionar sobre la tension
existente en la transicion aritmética-algebra; en este sentido, el grupo Pretexto (2002) de la
Universidad Distrital Francisco José de Caldas, propone que para que dicha tension disminuya se
deben “proponer trabajos con la igualdad como relacion de equivalencia.”

Ademas, es importante resaltar que también desde los Lineamientos Curriculares de Matematicas
(MEN, 1998), se menciona que dentro de las actividades inherentes al algebra “se deben involucrar,
entre otros aspectos de la comprension de la variable y sus diferentes significados, la
interpretacion y modelacion de la igualdad.”

Por otra parte (Sessa, 2005, pag. 11), sobre el algebra manifiesta:
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[...] para los profesores, el algebra representa la herramienta por excelencia de la matematica; se podria decir
que los profesores se forman en una matematica algebrizada. Del lado de los alumnos, el algebra se presenta
como una fuente inagotable de pérdida de sentido y de dificultades operatorias muy dificiles de superar [...]

Con referencia a lo expuesto anteriormente, se destaca que existe la problematica en relacion con la
interpretacion del signo igual, que a su vez se constituye en una dificultad para la comprension de
otros aspectos que conciernen al algebra escolar.

Teniendo en cuenta lo anterior, en el trabajo se determind como propdsito: Elaborar e implementar
una propuesta que permita la interpretacion de la relacion de igualdad, utilizando la visualizacion de
representaciones pictoricas.

2. BASES DEL ESTUDIO

Para el desarrollo del estudio se han establecido dos marcos de referencia: el tedrico (en el cual se
indagd sobre las tematicas del estudio), y el metodologico (en éste, se buscod informacion sobre
como estructurar el trabajo), a continuacién se mostrara de manera concisa el trabajo que se
desarrollo.

Marco de referencia teodrico; dentro de las categorias conceptuales que abarca la propuesta es
importante definir los conceptos de visualizacion, representaciones y la relacion de igualdad; por
ende dichos conceptos seran tratados a continuacion:

Es importante resaltar que al trabajar a partir de la visualizacion; se hace referencia al entendimiento
de un enunciado y el trabajo activo sobre una actividad, que si bien no llevard a una respuesta
inmediata al estudiante tal vez si puede llevarlo a profundizar en la situacion de la cual se estd
tratando. La idea de visualizacion tomada de (Guzman, 1996) refiere a la construccion de una
representacion que se comporte igual al objeto matematico en cuanto a sus propiedades, es decir,
que las representaciones visuales puedan ser en cualquier momento correspondidas con las
relaciones matematicas abstractas que representan.

El enfoque dado a la representacion estd guiado por las ideas de Duval, quien plantea tres
actividades fundamentales en cualquier representacion (representacion, tratamiento y conversion).
Representacion de alguna cosa: Debe ser en un medio especifico. Transformacion de la representacion: Para que

éstas puedan ser comparadas y se obtengan otro tipo de representaciones con las que se construyeron
inicialmente, se debe generar también algin avance en su conocimiento o concepto.

Convertir las representaciones: Estas, deben concluir en una explicacion coherente, permitir el paso de una
representacion semidtica en otro medio especifico; y pueda manifestar los significados de lo que se ha
representado (Duval, 1999, p. 29).

Para la igualdad tendremos en cuenta que matemdaticamente la igualdad puede verse desde dos
puntos de vista segin (Camargo, 1994): Estudiando el significado formal del signo igual o
estudiando el signo de la igualdad como una convencion para expresar la relacion “SER IGUAL
A...” con sus respectivas reglas.

Marco de referencia metodologico: Por otra parte y con el proposito de responder de manera
ordenada a lo anteriormente expuesto, el trabajo se realizé bajo la metodologia de investigacion
cualitativa; “la investigacion cualitativa intenta ser una aproximacion global de las situaciones
sociales para explorarlas, describirlas y comprenderlas de manera inductiva” (Bonilla 1989, Pag.
70), por lo cual se hizo necesario hacer triangulaciones entre los diferentes puntos vista del entorno
escolar y realizar un anélisis mas critico y constructivo.
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Como el propésito del trabajo desarrollado es elaborar e implementar una propuesta, se tuvieron en
cuenta los siguientes ciclos tomados de la investigacion accion:

*  Planear un cambio: momento en el cual se elaboro el objetivo del estudio ya mencionado.

* Actuar y observar el proceso y las consecuencias del cambio: se construyeron los referentes,
las actividades y se realizé un pilotaje.

*  Reflexionar: en este momento del ciclo se analizaron los resultados del pilotaje y se busco la
asesoria de un experto (profesor de matematicas avanzadas de la LEBEM, en la universidad
Distrital Francisco José de Caldas), sobre la estructura de la prueba aplicada.

* Y entonces re-planear: se refuerza el marco de referencia tedrico, se reestructuran actividades y
categorias del estudio.

. Nuevamente actuar y observar: se aplicaron las actividades reestructuradas en un curso de
grado octavo de la ciudad de Bogota.

* Y re-reflexionar: proceso en el cual con base en categorias construidas sobre las tematicas del
estudio, se clasificaron las respuestas del los estudiantes en 9 formas de actuar.

3. ANALISIS Y CONCLUSIONES DE LAS ESTRATEGIAS ENCONTRADAS

El actuar de los estudiantes frente a las actividades elaboradas se clasifico teniendo en cuenta tres
aspectos:

e (Como se hace el tratamiento y la conversion entre los registros.
e (Como la visualizacion influy6 en dicho proceso.
e Las formas en que fue usada la relacion de igualdad.

Esta forma de clasificar dio como resultado 9 diferentes estrategias que son expuestas a
continuacion:

1. Pasar al otro lado de la igualdad: tratamiento empleado cuando despeja una variable en una
sentencia numérica o algebraica; caracterizado porque se obvian, o no se mencionan
algunos pasos del proceso y que puede generar dificultades en la comprension de la
estructura del sistema en la cual se usa.

2. Operar a un lado y tantear al otro: es otro proceso de tratamiento, en el cual se atienden las
dos expresiones relacionadas con el signo igual, comparando los resultados obtenidos tras
realizar las operaciones de cada lado. Se encuentra una tendencia a usar el tanteo en el
desarrollo de la expresion que contiene variables, generando que en expresiones complejas
los resultados no sean establecidos o imprecisos.

3. Entorno a la transitividad: estrategia en la cual aparece la caracteristica transitiva de la
relacion de igualdad para poder explicar algunas relaciones entre los elementos de la
situacién o entre representaciones pictoricas, pero que también puede ser usada en
ocasiones para mostrar un proceso de desarrollo, a 1o que Molina (2006) denomina el uso de
la igualdad como separador.

4. Establecimiento de relaciones que se pueden traducir matematicamente: categoria que se
establece de respuestas en las cuales el manejo sobre los registros pictoricos empleaba
propiedades de las estructuras algebraicas, como por ejemplo la propiedad distributiva del
producto con respecto a la suma.
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5. Referente al tratamiento del registro: se corresponde con los estudiantes que frente a un
registro pictdrico lo manipulan y lograban dar respuestas a la situacion, sin hacer ningln
tipo de conversion.

6. El registro pictérico es evaluado en aspectos no relevantes para establecer relaciones
matematicas: se determind que algunos estudiantes asocian las imagenes del registro
pictorico con otros temas que manejan y esto desvia el trabajo del concepto que se quiere
tratar, en este caso la relacion de igualdad.

7. Conversion abusiva: cuando se trata de convertir un registro, pero no bajo las relaciones que
lo sustentan, sino bajo una idea que tiene el estudiante del registro. El término “abusivo” es
usado tratando de comparar ésta forma de actuar con una de las dificultades de la
generalizacion en el algebra “la generalizacion abusiva” que consideramos se asemeja, dado
que la relacion obtenida, producto del analisis de la situacion, se genera al tratar de extender
una propiedad o ley que se conocia, a otro campo.

8. Problemas de la interpretacion de la letra: se asume el uso de las letras dentro del registro
algebraico como la idea de que éstas representan un objeto, retomando la idea de las
interpretaciones de la letra pretexto (2002, p. 32) menciona “la letra es vista como un
nombre para un objeto o el objeto propiamente dicho” a considerar que las
representaciones pueden acentuar éste problema al dotarles de significado el objeto al cual
refiere la letra.

9. nferencias sin tratamiento o conversion: algunos estudiantes pueden dar respuestas o hacer
inferencias sin considerar las representaciones pictoricas que se le presenten, es decir, la
representacion es ignorada.
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Matematicas en movimiento

Nohora del Carmen Bastidas R.
Institucion Educativa Municipal Ciudad de Pasto

Matemadticas en Movimiento, se ha convertido en el proyecto de mi vida de docente, pretendo
movilizar conocimientos, movilizar al cambio, utilizar los objetos y representaciones en
movimiento que nos muestran los computadores y calculadoras, la geometria, los diferentes tipos de
juegos matematicos, el origami, los teselados... y potenciar asi el pensamiento matematico de nifio
y del joven en un ambiento ludico, de trabajo, respeto, confianza y creatividad. Este Proyecto fue
elegido como experiencia significativa ganadora en la categoria de experiencia guia en la
convocatoria Pasto Educa Mas.

Matematicas en movimiento surge en el afo 2001, con la necesidad de introducir al aula de
matematicas las nuevas tecnologias representadas en la calculadora TI — 92 y el computador con el
movimiento y la ejecutabilidad de los objetos matematicos y geométricos, tan estaticos y frios hasta
entonces, la necesidad de retomar la geometria abandonada en esa época y la nueva tendencia de la
Educacion matematica que rescata el valor de lo empirico, lo intuitivo en los procesos de
construccion del conocimiento y la conviccion de tratar de solucionar muchos problemas
detectados en mi carrera de docente en el area de matematicas.

En colaboracion con docentes y directivos de la Institucion donde trabajo, tengo en ejecucion un
proyecto de aula: GEOMETRIA EN ACCION, TECNOLOGIA Y MOVIMIENTO un proyecto
que transversa matematicas, fisica, tecnologia y utiliza las nuevas tecnologias de la informacién y
la comunicacion en el aula. Hemos construido secuencias didécticas: Teselados como una
aplicacion de la congruencia y semejanza, desarrollada en el grado noveno y en un taller con
docentes de Pasto, en abril de 2010, este trabajo lo realizamos con Yolanda Bastidas.

POR QUE GEOMETRIA EN ACCION?

En el afio 2001 trabajé la funcion lineal y la funcion cuadratica con estudiantes el grado noveno,
haciendo énfasis en la mediacidén instrumental, la manipulacion de objetos, la observacion de
realidades, segiin afirma Kant (Introduccion Critica de la razon pura):

“No hay duda alguna de que todo nuestro conocimiento comienza con la experiencia”

Pasando luego a la parte grafica e intuitiva para llegar asi a la conceptualizacion. Con este grupo de
alumnos continué trabajando hasta el grado once obteniendo muy buenos resultados. Pero faltaba
algo los chicos a pesar de tener en la pantalla de la calculadora los objetos matematicos y sus
diferentes representaciones parecia que no los veian y tenian serias dificultades para modelar y
resolver problemas.

Una de las causas y fundamental en esta situacion era el abandono de la geometria en los niveles
de la basica primaria y en los primeros afios del bachillerato, época en la cual el nifio estd aun en la
etapa de las operaciones concretas, situacion que también constatamos cuando en el afio 2003
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elaboramos una secuencia didactica: Teselados como una aplicacion de semejanza y congruencia y
trabajo con origami, para abordar la tematica correspondiente a las transformaciones en el plano,
tuvimos dificultades en la ejecucion, los estudiantes de grado noveno no tenian los conocimientos
basicos para desarrollar lo planeado, comenzando casi de cero logramos lo propuesto y presentamos
los trabajos elaborados por los estudiantes en la feria de la Ciencia La cultura y la Productividad que
se realizo en la Institucion ese afio teniendo mucho éxito.

La geometria es la matematica que se ve, nuestro mundo es inherentemente geométrico entonces los
docentes de matematicas debemos proporcionarle al nifio las herramientas que lo orienten, lo guien
y disefar actividades que le permitan comprender y luego reflexionar sobre diferentes situaciones
de conocimiento tendiente a la formacion de conceptos y no la simple repeticion de formulas y
expresiones verbales; se pretende entonces: Aprender geometria haciendo geometria.

Los sistemas geométricos deben construirse de forma activa, esta es la tendencia de la Educacion
Matematica actual, rescatar el valor de lo empirico, lo intuitivo en los procesos de construccion del
conocimiento, partiendo de la manipulacion de objetos, la visualizacion, la exploracion que
conducen a la comprension, llevando al nifio a la reflexion sobre propiedades geométricas abstractas
tomando como sistema de referencia sus representaciones mentales hasta la adquisicion de
conocimientos significativos.

Rubem Alves, afirma:

“La primera tarea de la educacion es ensefiar a ver. Los nifios a través de los ojos tienen el primer contacto
con la belleza y fascinacion del mundo... Aln tienen los ojos encantados, sus ojos estan dotados de aquella
cualidad que, para los griegos, era el principio del pensamiento: la capacidad de asombrarse al contemplar lo
mas simple.”

Situacion que la he constatado con mis nifios a ellos les atrae todo si vamos a trabajar con
volumenes los cubos de madera que tenemos en nuestra aula, los sélidos construidos por otros
estudiantes pintados con diferentes colores les llaman mucho la atencién y mucho mas cuando
utilizamos algin programa por ejemplo poly- pro o cuando con un microscopio observamos granos
de azucar, sal y otras sales que muestran sélidos en forma perfecta.

Geometria en accion se basa en la accidén nifio a diario estd en constante actividad: contruye
materiales con papel: figuras geométricas, juegos, desarrolla guias que incentivan su creatividad,
observa videos, trabaja en equipo, comunica sus ideas utilizando lenguaje matematico y resuelve
problemas de aplicacion pero no rutinarios enfatizando en conocimientos adquiridos y logrando
conocimietos nuevos todo esto en un ambiente ludico donde el respeto y el amor por el
conocimiento estan siempre presentes.

La construccion de los sistemas geométricos y espaciales de forma activa,

“se trata de hacer cosas, de moverse, dibujar, construir, producir y tomar de estos esquemas operatorios el
material para la conceptualizacion o representacion interna.” (Lineamientos curriculares, 1998, 57)

Utilizando como eje el pensamiento geométrico y los sistemas geométricos, se puede construir el
concepto de magnitud, y alli aparece el nimero

“como una caracteristica o propiedad perteneciente a los objetos del mundo real y que descubrimos en ellos. Es
decir el niimero parece ser un aspecto inherente al mundo fisico que podemos detectar directamente” (Baroody,
1997).

Las actividades de medicién relacionan al nifio con su entorno, la construccion del concepto de
magnitud y la necesidad de estandarizar la medida hacen necesario estudiar este aspecto en relacion
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con la historia, el medio y otras areas del conocimiento, el sistema métrico decimal es casi
universal.

La informacién matematica que se obtiene de las medidas de las relaciones entre magnitudes, se
organiza en tablas, estas se convierten en herramientas necesarias para la comprension y uso de la
variable, pues el uso en fila de la variable indica que puede tomar infinitos valores para
reemplazarla, situacion que luego utilizara estudiante para obtener formulas que describen
variacion o cambio.

El estudio de la variacion desde los primeros afios de primaria a partir de la representacion de
situaciones concretas hace significativo el concepto de variable y si los nifios se familiarizan con su
uso tendran menos dificultades para asumir el algebra y las funciones.

Para ilustrar con un ejemplo asi trabajamos superficie, 4area, sistemas de medida, variacion y
aplicaciones

La actividad se orientaba a determinar de alguna manera el tamafio de las hojas que aparecen en el grafico la
mayoria de nifios utilizaron la cuadricula, pero varios nifios cortaron una de las hojas ¢ hicieron superposicion para

Desde la parte historica surge la necesidad de estandarizar la medida, el conocimiento de las unidades de medida y
la relacion entre ellas. Construccion elaborada por Karen Tulcan
Es una construccion de Karen Tulc4n, en la que se evidencia claramente la relacién entre lem® y 1dm?
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DEPARTAMENTO SUPERFICIE (Km?)

CAUCA 29.308
nARIfi0 32820

VALLE

Luego relacionamos con otras aéreas del conocimiento y trabajamos diferentes tipos de situaciones

E i '.'—

- ek \Iﬁ

Calculamos areas, disponiendo los datos obtenidos en tablas utilizando
correspondientes.

variables llegando a las conclusiones

Luego los nifios resuelven ejercicios y problemas de aplicacion
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El disefio curricular para grado seis y siete toma como e¢je el pensamiento espacial y los sistemas
geométricos

Desde el afio lectivo pasado trabajamos con los alumnos de grado diez TECNOLOGIA Y
MOVIMIENTO un proyecto que transversa matematicas, fisica y tecnologia y utiliza las nuevas
tecnologias de la informacion y la comunicacion en el aula. La idea de este proyecto surgio en el
area de tecnologia con Socorro Bastidas; pero ya desde el afio desde el afio 2002, en nuestra
Institucion, se habian desarrollado diferentes experiencias con la utilizacion de los recursos
informaticos, situacion que nos ha permitido revisar el plan de Area, las metodologias y
logicamente las estrategias de evaluacion y estar acordes a los avances actuales de la Ciencia y la
Tecnologia, las Nuevas Tecnologias influencian de manera profunda todas las actividades
intelectuales, abriendo nuevos caminos al docente y al estudiante en los campos de estudio y la
investigacion.

Los trabajos que los alumnos realizan los presentaron en un blog que se sube a Internet. Para
realizarlos utilizaron diferentes elementos: CBR (detector soénico de movimiento); retroproyector,
view screen, camaras de video, computadores, calculadora TI-92 y aplicaciéon de todos los
programas para realizar el blog. En este afio el proyecto se trabaja en grado once ya con todos los
alumnos que en grupos realizaran un trabajo que muestre la aplicacion de una funciéon en una o
varias areas del conocimiento.

La integracion con la docente del area de tecnologia me ha permitido desarrollar este proyecto que
debido a la falta de dotacion de equipos en el aula de matematicas no se habia podido implementar
ni ejecutar

El amor por lo que hago, convencida de que el conocimiento y la excelencia son la moneda de
cambio para el éxito, me permitirdn continuar con mi propdsito; construir y gestar unas
MATEMATICAS EN MOVIMIENTO, con la colaboracion de la comunidad educativa de mi
Institucion y de mi ciudad natal
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La Integral: Algunas Interpretaciones
de Newton y Leibniz en el Siglo XVII

Cristian Camilo Fuentes Leal
Universidad Distrital Francisco José¢ de Caldas, cristianfuentes558@hotmail.com

Jeisson Freddy Marquez Garzon
Universidad Distrital Francisco José de Caldas, yeye8323@hotmail.com

Resumen. En el proceso de ensefianza del concepto integral, es necesario comprender el proceso de
evolucion de dicho concepto, el calculo diferencial e integral tuvo un boom en el siglo XVII, a
partir de las interpretaciones y avances hechos por los matematicos europeos, en el presente
documento nos centraremos en el estudio de las interpretaciones de ese momento en la historia a
partir de algunos aspectos de los aportes a la compresion de este concepto matematico hecho los
matematicos Isaac Newton y Gotfried Leibniz, quienes son considerados como los padres del
calculo diferencia e integral, el analisis que se presentara estard basado en una busqueda de
referentes bibliograficos, en los cuales se evidenciaron tanto notaciones, como representaciones y
modos de operar en el calculo infinitesimal.

1. INTRODUCCION

Los principales adelantos en integracion vinieron en el siglo XVII con la formulacion del teorema
fundamental del célculo, realizado de manera independiente por Newton y Leibniz. El teorema
demuestra una conexion entre la integracion y la derivacion. El llamado célculo infinitesimal
permitié analizar, de forma precisa, funciones con dominios continuos. Posteriormente, este marco
ha evolucionado hacia el calculo moderno, cuya notacion para las integrales procede directamente
del trabajo de Leibniz.

De igual forma, Newton y Leibniz fueron los primeros que estudiaron los problemas del analisis
infinitesimal elaborando un método general y nuevo, aplicable a muchos tipos de problemas como
la reciprocidad entre el problema de las tangentes con el problema de las cuadraturas, a
continuacion se presentaran algunos de los problemas a los que se enfrentaron los autores:

e Los Problemas del Siglo XVII que Llevaron a la Construccion del Concepto de Integral

De acuerdo a Boyer (1986) en el siglo XVII, existieron principalmente 4 problemas que llevaron a
la construccion del concepto de integral, los cuales son:

I.  Dada la formula de la distancia que un cuerpo recorre como funcion del tiempo, obtener la
velocidad y la aceleracion en cada instante; y, al revés, dada la formula de la aceleracion de
un cuerpo como funcién del tiempo, obtener la velocidad y la distancia recorrida. Este
problema surge directamente del estudio del movimiento.

II.  Obtener la tangente a una curva, como consecuencia de las aplicaciones de la optica y el
estudio del movimiento.
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III.  Obtener el valor maximo o minimo de una funcién para aplicarlo al problema del tiro
parabdlico y el estudio del movimiento de los planetas.

IV.  Obtener longitudes de curvas; las areas acotadas por curvas; los volumenes acotados por
superficies; los centros de gravedad y la atraccion gravitatoria entre cuerpos extensos.

Para la resolucion de este tipo de problemas los autores (Newton y Leibniz) utilizaron un sin
numero de estrategias, heuristicas, representaciones y notaciones de la integral, estas fueron
variando dependiendo del tiempo, esto se puede observar en cada uno de los escritos publicados por
los autores, a continuacion se presentarda una analisis de las interpretaciones, heuristicas,
representaciones y notaciones implementadas por los autores en cada uno de sus escritos
relacionados con el calculo.

2. INTERPRETACIONES, REPRESENTACIONES Y NOTACIONES DE LA
INTEGRAL DE NEWTON

Newton construye una figura que representa la relacion entre puntos, lineas y superficies, como una
relacion entre magnitudes finitas, de esto se puede deducir que Newton observaba las curvas en
cuerpos o en funciones como partes de infinitesimales y como poder realizar calculos con estos, es
decir de aca se puede decir que se pueden sumar infinitos como finitos (como un movimiento que se
incrementa uniformemente).

2.1 LAS INTERPRETACIONES DE NEWTON EN EL TEXTO “EL DE ANALYSI”

En este documento es evidente el tratamiento al problema III (obtener longitudes de curvas; las
areas acotadas por curvas) y el problema II (obtener la tangente a una curva); pues el autor en el
comienzo de las investigaciones sobre las propiedades de las lineas curvas, se apoya principalmente
en el método de las tangentes de Descartes, aunque también recurre a la regla de Hudde' para la
determinacion de los extremos.

El De Analysi contiene los fundamentos de su método de las series infinitas que se manipulan
mediante operaciones de division y extraccion de las raices. Toma también de la fisica ciertos
conceptos que se revelan ttiles para sus métodos infinitesimales y para traducir su concepcion
cinematica de las curvas.

La integral indefinida de una suma de funciones es la suma de las integrales de cada una de las
funciones, de igual forma Newton utiliza series infinitas para integrar curvas utilizando la regla de
integracion término a término, por ejemplo:
Qs
. ¥= 1 i . 2 1 - .
Para integrar o+ x dividea@®por @ +% y se obtiene:

& .. & . & & ..a

a?  alyr a'x alx
yV=———4 — — + -
- b b3 be b4

La integral o la cuadratura de la curva se obtiene integrando término a término, y el area es

" Descartes produjo un importante método para determinar normales en La Géometrie en 1637 basado en la doble

interseccion. De Beaune extendié sus métodos y los aplicé a las tangentes; en este caso la doble inteseccion se traduce en
raices dobles. Hudde descubriéo un método mas sencillo, llamado la Regla de Hudde, que basicamente involucra a la
derivada. El método de Descartes y la Regla de Hudde tuvieron una influencia importante sobre Newton.
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2.2 LAS INTERPRETACIONES DE NEWTON Y EL METODO DE FLUXIONES

En este libro Newton introduce en sus métodos infinitesimales el producto de fluxion, en este
documento se refiere a la reduccion de “términos complicados” mediante division y extraccion de
raices con el fin de obtener secesiones infinitas.

€ Con Ant

METHOD of FLUXIONS

axp
INFINITE SERIES;

wrrmoar

Application to the Geometry of Cumve-LiNEs.

o e 2 ke
A complear Iufliomison for the nfe of LEansuns

By YONN COLSON MA wiP.R&
s of 8 P B i b M’ S e

Imagen 2. Portada del manuscrito
del Método de Fluxiones de
Newton

En el primer problema estd relacionado con el problema I, pues este consiste en encontrar la
velocidad del movimiento en un tiempo determinado, dada la longitud del espacio descrito. El
segundo problema es la inversa del primero. En el articulo 60 se define la nociéon de fluxion, al
respecto de ello el autor dice:

Llamaré cantidades fluentes o fluentes cantidades que considero que aumentan gradual e
indefinidamente; las representaré mediante las ultimas letras del alfabeto v, x, y, z para
distinguirla de las otras cantidades que, en las ecuaciones, se consideran como conocidas, y
se representan las primeras letras a, b, c. Representaré con las mismas ultimas letras con un

punto % ¥.Z las velocidades con que las fluentes aumentan por el movimiento que las
produce y que, por consiguiente se pueden llamar fluxiones” (Boyer, 1986, p.109).

Es decir si x, y son cantidades fuentes, entonces *: ¥ son las fluxiones, y la fluxién de la fluxion

seria - ¥. 2y asi sucesivamente, por ejemplo:

La velocidad  por una cantidad infinitamente pequefia o, es decir *& representa por el momento
una cantidad cualesquiera x, el proceso de diferenciacion hecho por Newton es:

x*-—ax*+axy—-y*=0
Sustituye * + T2 ¢ ¥ + 70 enun lugar de x e y respectivamente:

(x + [x0)1* — (x + [x0 1% +(x + 2o)(y + ¥o ) (v + [¥o)FF = 0
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(3]

Como *° — @x* +axv —v" =F  ge eliminan esos términos en la ecuacion anterior desarrollada
y luego, después de haber dividido todos los términos que quedan por o, se tiene:

3ix® - 2afxy —31vvE £ 3kxiox —2%%0 +alx —3vxiov+xifof+aiio —viIci =0

Se suprimen todos los términos afectados del infinitamente pequefio o, lo que proporciona como
resultado final:

I
W
) [ 3]

Il
=

2.3 LAS INTERPRETACIONES DE NEWTON Y EL DE CUADRATURA
CURVARUM

La tercera concepcion de Newton aparece en el libro Cuadratura Curvarum, en este libro propone
fundamentar el calculo sobre bases geométricas, con respecto a la tercera concepcion de integral, el

. y 1L . .y .y -1
autor lo llama “primeras y ultimas razones”. En la determinacion de la fluxiéon de * °, Newton
procede de la siguiente forma:

Durante el mismo tiempo que la cantidad x, fluendo, se convierte en x+o (o es el crecimiento de x),
. -1 L
la cantidad * " se convertird en:

xT’. + Itax"".—"l +

Por el método del binomio. Ahora, en lugar de proseguir su procedimiento eliminando los términos
. r . .7 . .y -TL .
que contienen o, forma la razon de la variacion de x a la variacion de £, es decir,
ni-n
2

-

ox™ 2 L

nx™ g

/ . O TY) e TE—1 , .
Después deja “desaparecer” el o de tal manera que la razon ultima sea 1: 7% . Asi la fluxion de

. .y . -1 P .
la cantidad x es la fluxion de la cantidad *  como 1 es a Tt . Sin embargo newton es
consciente de las precauciones que hay que tomar para aplicar su método.

El autor menciona también su notacion de las fluxiones, de donde da - %» %+ &. T eg decir:

L y X Son notaciones de fluentes (integracion)
I L Simbolizan fluxiones (diferenciacion)

2. INTERPRETACIONES, REPRESENTACIONES Y NOTACIONES DE LA
INTEGRAL DE LEIBNIZ

Los aportes de Leibniz se conocen principalmente por los articulos publicados y por sus cartas
personales y manuscritos, entre estos documentos estan los manuscritos donde Leibniz estudia la
cuadratura de curvas dando asi principio a desarrollar sus aportes al calculo diferencial e integral.
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2.1 EL TRABAJO CON SERIES INFINITAS

En el proceso de descubrimiento de la integral por parte de Leibniz, inicialmente se basd en
desarrollar una transformacion general mediante la cual expresa el area de un cuadrante del circulo
en términos de una serie infinita.

Leibniz desarrolld también diferentes propiedades de las sucesiones y las series y observo que, si

a a

una sucesion de términos &1- & 2. &3 - &5 los términos disminuyen progresivamente hasta cero, de
esta forma dando una primera nociéon de “calculo de diferencias” para efectuar sumas de series
infinitas.

Partiendo de una sucesion de numeros Leibniz imagina que x, representa el orden de los términos, y
el valor de cada uno de ellos, a continuacidn, considera la sucesion de los términos como los valores
de la y y de la funcién y la diferencia de los dos términos cualesquiera como la diferencia de los
valores proximos a y. En consecuencia, la cantidad “dx”, que designa a menudo mediante “a”, es
siempre /, la diferencia de orden de dos términos sucesivos es e, y la cantidad “dy” representa la
primera diferencia de dos términos sucesivos.

2.2 CARTAS Y MANUSCRITOS

Leibniz insistiria en que la relacion inversa de la diferenciacion y la integracion entre esa relacion
inversa entre sumas y diferencias esto es si queremos sumar los nimeros @ + @z + az+ -+ a,y

cada uno de ellos sabemos que es diferencia de otros dos digamos a; = b4 — by, entonces una
simple cancelacion sucesiva de los by da que @y + a; + ag+ -+ a,, = b,z4 — by.
De esta forma se pueden sumar los nimeros impares,
2k+1={k+1)%—k?
De donde
1+34+5+--+{(2n—-1) =n?

El triangulo caracteristico” lo utiliza Leibniz para hacer algunos descubrimientos importantes, como
su método de transmutacion, el cual le permitid entre otras cosas calcular el desarrollo en series para
el arco tangente a partir del cual obtuvo su célebre serie para el numero 7. Lo cual lo llevo a la

cuadratura aritmética del circulo.

Leibniz introdujo el signo [, la cual es una estilizacion de la palabra latina summa, para denotar la
operacion de suma de infinitésimos. Mas adelante introdujo la d@ para denotar diferencias.

Inicialmente introdujo la letra en el denominador: esto se obtiene por el calculo contrario, esto es,
Ml . , . . .,
supongamos que f I = ya, pongamos | :):; entonces justo como [ crece, asi d disminuira las

. . . . . . , . x
dimensiones. Pero | significa una suma y d una diferencia, después la d pasa arriba y - pasara a
denotarse como dx.
. . . . . Ea) dx .
Leibniz se preguntaba sobre si seria 0 no igual d{xy)a dxdy, o d (—l a — para concluir que no,
yo o d¥

aunque tardaria en encontrar las formulas correctas para diferenciar productos y cocientes.

? Triangulo de Pascal
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CONCLUSIONES

A partir de lo observado en diferentes fuentes como lo son textos, articulos y la web podemos
evidenciar que diferentes historiadores de la matematica consideran que ambos desarrollaron el
calculo independientemente. Ya que, como podemos observar la escritura de Leibniz era mejor,
siendo la que se utiliza en la actualidad pero del mismo modo la metodologia de Newton se
aplicaba mejor a problemas de aplicacion.

Ademas podemos observar que Newton abordd el desarrollo del calculo a partir del estudio de la
geometria, aplicando sus conocimientos sobre curvas limitadas sobre fluxiones. También buscaba
un método el cual le permitiera cuadrar curvas, y hallar relacion entre la cuadratura y la teoria de
tangentes, donde encuentra que con el método de las tangentes podia ser utilizado para obtener
velocidades instantaneas.

Al mismo tiempo de acuerdo con los escritos de Leibniz, luego de estudiar los tratados de Pascal,
Leibniz se da cuenta que los problemas inversos de tangentes y los de cuadraturas son equivalentes,
también encuentra partiendo de sumas y diferencias de sucesiones una teoria de sumas y
diferencias infinitesimales.

De esto podemos concluir que aun cuando los métodos se desarrollaron en paralelo contenian
diferencias en cuanto a la forma de abordar sus métodos, es decir los problemas inicialmente no
provenian del mismo lado, por otra parte también se puede evidenciar desde sus escritos una
simbologia diferente, lo cual hace que se puedan ver desarrollos paralelos, los cuales convergen
hacia la invencion del célculo infinitesimal.
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Fundamentos de la trigonometria presentes en
los estudios realizados por Ptolomeo en la
relacion a astronomia

Leidy Ximena Ortiz Rojas
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Constantemente el educador se encuentra indagando y buscando sobre estrategias y metodologias
que le permitan, la comprension del objeto matematico a ensefiar, en el presente documento se
enfatizara hacia el tratamiento de la trigonometria actualmente, en la cual esta dentro de los
métodos de aplicacion y ejercitacion de formulas, siendo parte de una comprension instrumental y
no relacional, donde la segunda hace alusion a la comprension cognitiva con el saber qué y el por
qué del concepto.

Y para ello se plantea buscar estrategias de metodologias y herramientas que permitan al docente la
comprension de las tematicas a trabajar desde un analisis epistemologico, de algunas de las bases
en trigonometria como lo es desde Ptolomeo, y del tal forma que se indagué obre los significados, el
lenguaje y problemas encontrados, se logré encontrar la contribucién de elementos de significado
tomadas desde algunas bases que sean desarrollo dentro de la historia, como herramientas para la
comprension y ensefianza por parte de los docentes, desde los referentes epistemologicos en
relacion a la educacion.

La ensefianza de la trigonometria en el ambito del aula de clase solo se realiza la implementacion y
aplicacion de formulas, por lo cual se cree que los estudiantes consideran la trigonometria como la
ejercitacion de procesos algoritmicos de las relaciones trigonométricas, quienes no llegan a
comprender como han sido construidos estos conceptos a lo largo de la historia, como el manejo de
la razén, la proporcion entre las cuerdas o los arcos, han sido desarrollados desde estudios en
astronomia, llevando de esta forma una vision puramente analitica de la trigonometria.

Godino (2003) menciona que este tipo de conocimiento esta clasificando entre lo que se conoce
como instrumental, es decir aplicacion de formulas, y cuyos resultados son inmediatos y aparentes,
pero desde la compresion relacional en donde no unicamente el método sino también el porqué, qué
comprender, y como lograr la comprension.

Este tratamiento didactico de la trigonometria indica como, se evidencia una problematica en las
deficiencias presentas en la ensefianza de la trigonometria, se puede buscar y plantear estrategias
que permitan dicho mejoramiento en los estudiantes, incluyendo fortalecer lo comprensivo y
razonamiento de las relaciones trigonométricas, e interpretacion de formulas y operaciones
trigonométricas, fomentado una asociacion en la actividad cognitiva con el saber qué y el por qué
del concepto.

El compromiso del educador en matematicas es generar metodologias y recursos que ayuden en la
compresion de objetos matematicos, y estos con un buen uso llegan a proporcionar privilegios y
ventajas intelectuales, para facilitar la ensefianza, buscando conectar conceptos y propiedades
desarrolladas en actividades, donde el docente al plantearlas, tenga presente el origen, sentido, y el
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empleo tematico, como parte de la construccion de concomimientos trigonométricos, teniendo en
cuenta este conjunto de aspectos se logré transponerlos al contexto escolar, como lo menciona
Vergnaud (1990), sobre la importancia que tiene la epistemologia para contribuir en la
construccion del conocimiento.

Pero no unicamente se puede plantear desde Vergnaud, también hay otras perspectivas que aluden
sobre investigacion en la enseflanza matematica desde los elementos historicos y epistemologicos,
se menciona como el estudio historico conceptual en el ambito educativo puede llegar a favorecer
la compresion tedrica y practica del docente, es decir conocer las caracteristicas de aspectos y
aplicaciones experimentales dadas por un concepto matematico, en este caso de trigonometria;
Pajaus referenciado en la tesis doctoral de Monserrat (2010), sefiala que la naturaleza o origen de
los contenidos en matematicas no solo debe reducirse en aspectos técnicos y procedimentales, sino
también se puede tener presente referencias historicas, permitiendo la interaccion con problemas
matematicos antiguos y construccion de conceptos, que conlleven al razonamiento sobre el
desarrollo histdrico del tema en matematicas.

Con lo mencionado hasta el momento como profesores podemos hacer uso de la evolucion
historica y epistemologica de los conceptos matematicos y relaciones que puedan llegar a tener en
otros estudios, por ejemplo el estudio sobre trabajos en astronomia que historicamente fueron
desarrollando procesos que dieron origen a la trigonometria, permitiendo evidenciar una
interpretacion sobre la relacion existente entre la astronomia y matematicas, puede llegarse a
implementar en la educacion, considerandola una metodologia, como propuesta de mejoramiento en
la ensefianza matemadtica para los estudiantes, permitiendo relacionar el objeto matematico con
avances construidos dentro de otras disciplinas, de esta forma lograr desarrollar competencias para
afrontar retos actuales, como lo menciona Agudelo

En la ensefanza de las Matematicas se debe garantizar que el estudiante adquiera los
elementos suficientes para comprender, analizar y solucionar cualquier tipo de
problema, que en ocasiones se ve reflejado en la vida cotidiana. A demas de poder
tener las bases para aprender otras ciencias como la Fisica, Quimica y para generar una
plataforma que permita abordar las problematicas especificas de un campo profesional
determinado y absorber las nuevas tecnologias.

Por tanto a partir de estas investigaciones, se puede continuar fortaleciendo este aspecto
proponiendo trabajar sobre un analisis de aspectos epistemoldgicos de trigonometria, especialmente
desde los aportes astronomicos; la cual es una de las ciencias quizds mas antiguas, que se han
manifestado diferentes fendomenos que son indagados y aplicados desde la matematica, entonces
para observar dicha relacion se tendrd como base los fundamentos y elementos de significado del
trabajo en el libro de Almagesto de Ptolomeo sobre trigonometria esférica, dentro dicho estudio se
analizara caracteristicas, elementos y la relacion que contenga con la plana; de tal forma que
permita generar el interés y la comprension de la trigonometria a partir de otras ciencias, y las
aplicaciones que estas conllevan.

Para realizar la metodologia se tendra referentes que indaguen sobre investigaciones de tipo
analisis historico—epistemologico, apoyandose en algunas ideas del enfoque ontoldgico- semiotico,
como los son los elementos de significado: lenguaje y generalizaciones, tomando métodos y
técnicas para abordar el problema, empleando en cada fase estrategias y documentacion que
permitan desarrollar técnicas; recoger datos y analisis adecuados, brindado realizar un estudio
sobre los elementos que contribuyan a la formacion y por supuesto a ensefiar.

Para abordar el tema de estudio se plantea la postura de Gémez (2003) sobre el analisis historico-
epistemolédgico, asumido desde el tipo de génesis epistemoldgico, tomando un enfoque de los
obstaculos epistemologicos, en base a la descripcion e interpretacion de los significados referidos a
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trigonometria, presentes en los trabajos realizados sobre astronomia, por el autor Ptolomeo en su
libro (I y IT) Almagesto.

Sin embargo, dentro del analisis del estudio se fortalece desde Godino (2003, Pag. 23) quien plantea
una propuesta de investigacion didactica, desarrolladas dentro un Enfoque Ontologico-Semiotico
de la Cognicidn e Instruccion Matematica presentado que se deben combinar diversos métodos y
técnicas segun la faceta de investigacion que se pretende realizar y también depende del tipo de
problema matematico plateado para lograr recoger y analizar los datos pertinentes para las
conclusiones.

Dentro el proceso de analisis de estudio se requiere registrar de manera sistematica y fiable la trama
de hechos didacticos ocurridos: que dentro de esta investigacion serna los elementos de significado
puestos en juego en cada momento, interacciones.

La investigacion en didactica de las matematicas se tiene presente segun dos criterios:

- El fin de la investigacion:

o La caracterizacion de significados, o semiometria.
o La btsqueda de relaciones entre significados, ecologia de significados
o El estudio de los cambios, o dinamica de significados.

- El foco de la investigacion:

. Epistémico (significados institucionales)

o Cognitivo (significados personales);

Teniendo dichas caracteristicas ha permitido establecer alguno de los elementos de los fundamentos
epistemolégicos de trigonometria desde Ptolomeo, en los cuales a brindando generar la relacion
entre la aplicacion de razones y proporciones entre las cuerdas de un circulo y las vez trabajando
desde el analisis numérico, en el cual se puede trabajar también métrico, en elacion a la medida de
los angulos y como pueden ser obtenidos.

Ptolomeo ha dejado un legando a partir de sus estudios astronémicos, en el cual aplicaba tablas con
determina proporciones y que con el tiempo estas se relacionan con la tablas trigonométricas, y sus
lemas han permitido relacionarlo con el teorema de seno, que hoy en dia puede ser una herramienta
para el docente en la aplicacion de la ensefianza y comprension de dichas tematicas.

Como desde los estudios en relacion a las cuerdas de circulos maximos; se plantea en la primera
parte los valores respectivos de los arcos de los grandes circulos, quien los asimila como los polos
del ecuador y la ecliptica, trabajando desde el sistema sexagesimal, cuyas relaciones entre las
cuerdas se implementa la razon por composicion y proporcion entre magnitudes, para realizar
pruebas de lemas los cuales permitiran ser aplicados en teoremas que estén aplicados en las esferas.

Cada una de estas aplicaciones de razones se encuentran relacionadas, con elementos de la
astronomia como los son los polos de la ecliptica y el ecuador, estas relaciones puede permitir en la
educacion una integracion entre las ciencias y ademas la formacion académica de los docentes, en
el cual no quede inicamente en conocimientos escolares sino también en relaciones a la ciencia, y
como estas han contribuido a al desarrollo de las tematicas.

Volver al indice Comunicaciones Breves
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Proyecto de aula: “la granja”

Yeimy Rodriguez Garcia
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Dolly Carolina Mora
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Resumen. La granja, es un proyecto de aula implementado en una institucion educativa distrital, de
caracter oficial, en el grado tercero de educacion bésica primaria; en €l se articulan los
pensamientos métrico, numérico y aleatorio. Es importante resaltar que dentro del pensamiento
métrico, se trabaja magnitudes, en el pensamiento numérico, estructura aditiva y multiplicativa; y
la clasificacion y organizacion de datos en tablas, en lo que respecta al pensamiento aleatorio. Los
objetos matematicos a trabajar, estan de acuerdo a lo que recomiendan los estdndares curriculares
del area de matematicas, para grado tercero de basica primaria. Se propone una secuencia de
actividades donde se privilegia el trabajo de tipo manipulativo- experimental, enmarcadas en la
metodologia de la resolucion de problemas. Dicha secuencia se organiza en cuatro fases:
introduccidn, reestructuracion, profundizacion y evaluacion

1. PLANTEAMIENTO

Para esta experiencia de aula, se disefia ¢ implementa un proyecto de aula del cual se desprenden
diversas situaciones problema en las que los estudiantes deben desarrollar el pensamiento
matematico, interactuando con sus pares, con los profesores y con diversos recursos para
reconstruir y validar personal y colectivamente el saber. En efecto, los proyectos de aula nacen
como una estrategia didactica (Vergel y otros), que buscan la interdisciplinaridad y Ia
transversalidad para potencializar un aprendizaje significativo en un contexto real.

La granja es un proyecto implementado en una institucion educativa, de caracter oficial, en grado
tercero de primaria, en la ciudad de Bogota. Articula los pensamientos métrico, numérico y
aleatorio, que se proponen en los lineamientos curriculares; teniendo como escenario principal
situaciones problema contextualizadas en la granja. Para su aplicacion, se ha planificado y disefiado
una secuencia de actividades, organizada en cuatro grandes fases: introduccion, reestructuracion,
profundizacién y evaluacion

El proyecto ha sido organizado, de tal manera que los objetos matematicos trabajados se relacionan
entre si. En ese orden de ideas, se tiene como eje central en el pensamiento métrico, las magnitudes:
longitud, masa, peso, capacidad y volumen. Dichas magnitudes son trabajadas a partir de
actividades de tipo experimental, donde el estudiante tiene la oportunidad de hacer una recoleccion
de datos que son aprovechados para integrar el pensamiento aleatorio, del que se trabaja, la
organizacion vy clasificacion de datos en tablas, segun determinados criterios. A partir de lo
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pragmatico, también es posible trabajar dentro del pensamiento numérico, la estructura aditiva y
multiplicativa.

Del trabajo con magnitudes, aparece primordialmente Chamorro (1994), quien hace énfasis en los
estadios de desarrollo evolutivo de la idea de medida, planteados por Piaget; el primero de ellos es
el de comparacion perceptiva directa entre objetos, aqui se distinguen dos fases: la estimacion
directa y la analitica, donde no solo se utiliza el transporte visual, sino también el transporte visual y
corporal: “se pasa de una forma primitiva de medicién a formas mas ligadas a lo que realmente es
medir” (Chamorro, 1994).

Segun Godino (2002), “ la estimacion es obtener una medida sin la ayuda de instrumentos, es
realizar juicios subjetivos sobre la medida de los objetos”. Para medir, al principio el nifio utiliza las
impresiones sensoriales, para pasar a adaptar una unidad de medida.la visualizacion de una unidad
es una estrategia de estimacion. En el proyecto de aula, se trabaja la estimacion de magnitudes,
haciendo uso de unidades de medida no estandarizadas, como las antropométricas, para el caso de la
longitud, abriendo paso al establecimiento de relaciones de comparacion en funcién de una
magnitud.

El segundo estadio que plantea Piaget, es el desplazamiento de objetos, donde aparece el transporte
manual de los cosas a comparar, aqui practicamente se pegan los elementos entre si. Ya no se habla
de "mas grande que...”, sino que se ve un primer avance hacia la construccion de la unidad de
medida.

“Los procesos de estimacion en calculo consisten en modificar los datos de una operacion para
hacerla mas sencilla. Esta modificacion se lleva a cabo mediante las técnicas de redondeo,
truncamiento o sustitucion” (Batanero, Godino & Cid, 2003).

Al principio, en los procesos de medicion la adopcion de cualquier unidad de medida regular es
valida, pero la necesidad de comunicacion y el crecimiento de la economia han llevado a la
adopcion de un sistema legal general en la mayor parte del mundo: el sistema métrico decimal. Por
tal razon el proyecto incluye actividades centradas en el uso de unidades de medida estandarizadas:

“indirectamente con la ayuda de un sistema de elementos intermedios, no estructurado al principio.
Necesariamente, el trabajo con estos sistemas ha de extenderse en el tiempo, hasta crear en el
alumno la necesidad de utilizacion de un sistema estructurado, que adquiera su ultima expresion en
la utilizacién del sistema métrico decimal” (Chamorro, 1994).

En el trabajo con magnitudes, es importante la organizacion y clasificacion de datos, puesto que el
empleo cada vez mas generalizado de las tablas de datos y de la recopilacion de la informacion
codificada llevd al desarrollo de la estadistica y la probabilidad (MEN 2006), asi se introduce el
pensamiento aleatorio desde el conteo y la organizacion de datos.

En las actividades de estimacién y/o medicion de magnitudes, esta implicito el pensamiento
numérico. Se tiene que, la estructura aditiva estd compuesta por dos operaciones, la adicion y la
sustraccion, Vergnaud (1991).La primera forma de correspondencia aditiva es cuando se relacionan
dos niimeros de la misma naturaleza; las relaciones aditivas, son ternarias: dos estados relativos se
componen para dar lugar a un estado relativo.

La multiplicacion se trabaja como relacion binaria (un s6lo espacio de medida) en la cual se
relacionan dos magnitudes de la misma naturaleza, es aqui donde la multiplicacion puede verse
como suma reiterada de conjuntos (Vergnaud, 1991).

En el proyecto “LA GRANJA”, se pretende que los estudiantes puedan relacionar las situaciones
problema que se les plantea con el mundo real, es decir que hagan pragmatico el conocimiento, y
puedan hacer una interiorizacion de los conocimientos para que el aprendizaje sea significativo.
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2. IDEOGRAMA - OBJETOS MATEMATICOS

El siguiente ideograma sustenta la integracion de los pensamientos métrico, numérico y aleatorio; y
los objetos matematicos trabajados, de acuerdo a lo que recomiendan los estdndares curriculares del
area de matematicas, para grado tercero de basica primaria.

LA GRANJA

Pensamiento Pensamiento
numeErico métrico

Pensamiento
aleatorio

£ *Comparar objctos
aditivay o
i ol en funcién de una
multiplicativa .
magnitud
o +Medir con <45
Aditiva || multiplicativa bl o Contecoy
convencionales y no stilizacion e
‘ 4 convencionales. tablas
Un solo **Hacer T
Relacion espacio estimaciones de Reconoc@@lo y
A R mibdida uso de criterios de
metlida clasificacion

¥

LONGITUD
UNIDADES DE MEDIDA
1 ESTANDARIZADAS metro_
2N ESTANDARIZADAS: antropométricasy patrones.

MASA (PESO)
1 ESTIMACION
2 UNIDADES DE MEDIDAS ESTANDARIZADAS: gramos

CAPACIDAD
1ESTIMACION
2 ESTIMACION DE VOLUMEN

RELACION ENTRE MAGNITUDES
UNIDADES DE MEDIDAS ESTANDARIZADAS Y NO ESTANDARIZADAS

EVALUACION
COMPARACION Y CLASIFICACION

T — SITUACIONE $ PROBLEMA REL ACIONADAS —

CONEL CONTEXTO =

Figura 1. Diagrama
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3. EVALUACION

El proyecto de aula “la granja”, fue gestionado en su totalidad, con estudiantes de grado tercero de
primaria, haciendo la integracion del los pensamientos métrico, numérico y aleatorio; tuvo como
escenario principal las situaciones problema desarrolladas en el contexto de la granja.

Con la gestion del proyecto, se dio una constante reflexion sobre la pertinencia de cada uno de los
disefios de las actividades implementadas en clase, que fueron acordes con el objetivo especifico
de obtener como producto final la construcciéon de una granja, por cada equipo de trabajo
conformado.
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Figura 2.

El proyecto de aula centrd su mirada en el pensamiento métrico, mas exactamente en el trabajo con
magnitudes, que fue el eje central, incluyendo elementos como estructura aditiva y multiplicativa
(en lo numérico), la clasificacion y organizacion de datos en tablas (en el pensamiento
aleatorio).Todo ello contextualizado en el escenario de una granja.

El uso de materiales ostensivos de tipo manipulativo, fue importante dentro de la implementacion
del proyecto; porque permitieron interaccion directa con los objetos de estudio.

Las guias de trabajo individual, facilitaron el seguimiento y la observacion del proceso de
aprendizaje de cada uno de los alumnos, ademas suministraron los elementos necesarios para llevar
a cabo la evaluacion de cada actividad.

4. ESTADO FINAL

Teniendo en cuenta los resultados arrojados por la prueba diagnoéstico, se puede afirmar que después
de la implementacion del proyecto de aula, los alumnos obtienen avances significativos en su
proceso de aprendizaje.

Inicialmente, para el pensamiento métrico se encontré que debia profundizarse en el uso de
unidades de medida estandarizadas y en la conversion.

Los alumnos, en general se hallaban en la fase de estimacion directa, es decir que visualizaban y
establecian relaciones entre magnitudes de manera intuitiva, haciendo comparaciones como mas
pesado que..., mas grande que..., etc. De lo anterior, se puede decir que los estudiantes, ya no sé6lo
visualizan, sino que hacen desplazamiento de objetos, usan alguna parte de su cuerpo para medir
dos cosas y comparar su longitud. También utilizan instrumentos especializados para medir, como
la cinta métrica, reconociendo unidades de medida estandar. Se llegan a avances hacia la
construccion de la unidad de medida.
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El siguiente diagrama, ilustra los resultados obtenidos en cuanto al pensamiento métrico.

RECONOCIMIENTOY

MANEIO DE
UNIDADES DE
MEDIDA ESTANDAR
(em. Vg,
ESTIMACION DE DIFERENCIACION
e ENTRE
MAGNITUDES :
MAGNITUDES:
LONGITUD, MASA
LONGITUD, MASA,
CAPACIDAD Y
VOLUMEN CAPACIDAD Y
VOLUMEN.

PENSAMIENTO

METRICO

Figura 3.

En el pensamiento numérico, inicialmente los estudiantes se valian de la multiplicaciéon como suma
reiterada, segun Vergnaud (1991). En cuanto a esto se puede decir, que los alumnos entienden la
multiplicaciéon como suma reiterara, pero con la diferencia de que ahora, hacen uso de manera mas
frecuente del algoritmo de la multiplicacion para resolver problemas; se evidencia que perciben su
practicidad.

El siguiente diagrama, resume los resultados para el pensamiento numérico.

ADICION COMO
RELACION
TERMARIA

MULTIPLICACION
COMO RELACION
BINARIA

ALGORITMOS DE
LA ADICION ¥ LA
MULTIPLICACION

PENSAMIENTO

MNUMERICO

Figura 4.

En un principio, en lo que refiere a la organizacion y clasificacion de datos, dentro del pensamiento
aleatorio se manifestaron ciertas dificultades, como que los nifios no comprendian del todo las
situaciones planteadas, y si las comprendian, no podian aplicar simultineamente los criterios de
clasificacion proporcionados. En cuanto a esto, se hizo énfasis en la superacion de las falencias que
existian, notando grandes avances, como el que los alumnos hacen uso de los criterios de
clasificacion, seleccionan y organizan datos obtenidos de las experiencias. En resumidas cuentas el
siguiente esquema sintetiza los resultados obtenidos.
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APLICACION DE

CRITERIOS DE
ORDEM
"
ANALISISY
CLASIFICACION UTIL_II_‘ZQ':CLI';)SN DE
DE DATOS

PENSAMIENTO

ALEATORIO

Figura 5.

Por los anteriores resultados, se puede concluir que la aplicacion del proyecto de aula “la granja”,
en el LE.D Juan del Corral, en grado tercero, fue pertinente y oportuna, ya que se logré con éxito el
aprendizaje esperado en los alumnos.
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“Trigonometria del cuadrado”
trascendiendo de lo usual
Una propuesta inexplorada
de los alcances de la matematica

Camilo Arévalo,' kmilo741@hotmail.com
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Oscar Gonzalez, tujavil 0@hotmail.com
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Yuri Pachén, yurijaz006(@hotmail.com
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Resumen. Este escrito presenta un estudio dentro del campo de la trigonometria que emerge del
analisis de las relaciones e identidades trigonométricas desde un cuadrado de lado dos centrado en
el plano cartesiano; se propone el estudio de una nueva trigonometria , aquella que se da con el
estudio de la circunferencia unitaria centrada en el plano cartesiano, donde se tendra en cuenta el
estudio de varios conceptos matematicos como la congruencia y semejanza de triangulos, puntos
terminales trigonométricos, sistema de coordenadas cartesianas, etc.

Como parte del proceso en el espacio de formacién de Matematica del Movimiento II* , se propone
un proyecto que consiste en analizar y deducir las razones y funciones trigonométricas que emergen
del estudio de un cuadrado; lo innovador es el trabajo analitico para determinar y generar una
trigonometria distinta a la que usualmente se da con el estudio de la circunferencia unitaria en el
plano cartesiano. Se planea entonces dar a conocer una forma nueva, en la que las relaciones y
funciones trigonométricas emerjan con razonamientos de tipo geométrico como semejanza y
congruencia de triangulos, puntos terminales y nuevas razones trigonométricas, llamada
trigonometria del cuadrado.

Palabras clave. Trigonometria, cuadrado, identidades, funciones.

! Estudiantes de la Licenciatura en Educacién Basica con Enfasis en Matematicas, LEBEM, de la Universidad Distrital
Francisco José de Caldas, Bogota.

2 Espacio de formacién del proyecto curricular de Licenciatura en Educacion Bésica con Enfasis en Matematicas de la
Universidad Distrital Francisco José¢ de Caldas.
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1. TRIGONOMETRIA DEL CUADRADO

La trigonometria del cuadrado se considera una modificacion de la trigonometria usual donde:

“se establece un cuadrado con centro en el origen cartesiano (al igual que la trigonometria
circular) y un rayo que variard a razon de la circunferencia en radianes” (Bautista, 2006)

Esta idea se muestra en el siguiente grafico:

A

;_1;) m/2 (U-” ]'[;"'4 (1.1
n/ ,
R
P (xy)
4 jud 8 n
(-1.0) © (1.0)
In/d
5“.,!"4(_1'_1) 3“.,'"2 (D,-1) |:1, _1:|

%

Figura 1. Grafica del cuadrado trigonometrico

A partir de este grafico se hace el planteamiento del problema que consiste en tres puntos
fundamentales:

e Determinar y analizar las razones trigonométricas que emergen del estudio de este
cuadrado, en relacion con las ya existentes en donde se considera la circunferencia unitaria.

e Proponer funciones trigonométricas a partir del razonamiento con la trigonometria del
cuadrado, realizando y analizando sus respectivas graficas.

e A partir de las curvas generadas por las nuevas funciones en la trigonometria del cuadrado y
de la definicion de derivada construir las curvas que representan la derivada de éstas
funciones, donde se hara su respectivo analisis.

2. SOLUCION DEL PROBLEMA

Partiendo del cuadrado de lado dos y de la circunferencia unitaria centrados ambos en el plano
cartesiano, se encontraran los puntos terminales para deducir las razones trigonométricas desde los
angulos que se pueden determinar en el cuadrado con ayuda de la trigonometria usual:

b
Ejemplo: Para hallar el punto terminal 12 o 15° se construye un tridangulo equilatero’:

El procedimiento para determinar puntos terminales en la trigonometria del cuadrado se tomé de Biddle (1967).
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3 -1.1) T2 0,1)

® @ w4 (1,1
AllLy)
<& [‘_:s-
i 2m(1,0)
67 &
Smid (-1-1) %317;2 0-1 7 (1 1)

T
Figura 2. Definiendo el punto terminal 12

De la Figura 2 se puede concluir:
04 =fv3+1
0B =l—10 4 (1 +y)?

Como tenemos dos lados iguales y conocemos su representacion igualamos las dos expresiones:

Srri= J{}-‘— 17 + (14993
yi+l=2y* -4y +2
yi-tH+1=0
n=2-+3 Y y2=2++3
Se descarta ¥ pé)rque el cuadrado que se establecid es de lado 2, decimos que la coordenada para el
T
punto terminal 12 es (1,2 —V3),

Si continuamos con este proceso para los siguientes puntos terminales se podra llegara a plantear la
siguiente tabla:*

* Tomada de Ramirez, C.; Salgado, A.; Garcia, L. y Vargas, L. (2007).
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g Plx, ) a8 Plx, )
0 (1,0) s (-1.0)
Tl | (12-43) [ 137, | (-1,-2++v3)
o | (1) | s | (1Y)
/s (11 Ty

(-1,-1)
s | (Pha) | s | ()
57/, | @-+3, 1) | 77, [(~2++43,-1)
"y 0.1 3, (0,—1)
T, | (2493 )| P, | 2-vE-1)
273,;3 (_ ﬁjf}l) STE,;S ("Efa,—l)
3y 11 A 1,-1)
57{»’6 (_ 1, ﬁf‘a) 117r,1r6 (14 _ ﬁfa)
Dy 1 (-12-v3) [ B, | (1-2+V3)
- -1,0) 2n (1,0)

Tabla 1. Puntos terminales del cuadrado trigonométrico

3. RAZONES TRIGONOMETRICAS EN EL CUADRADO

3.1 RAZON TRIGONOMETRICA Sen (6) EN EL CUADRADO

_E F

Figura 4. Razon trigonométrica Sen (o) en el cuadrado

Como los triangulos JLM ¥JKI  son semejantes, podemos
proporcionalidad entres sus lados como lo es:

LM _ L]
KI KT

establecer una razon

Por lo tanto:

KI L]

LM = K]
LM = Y j=—""

Kl

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica Septiembre 8, 9y 10 de 2011 Bogota, Colombia

de

264



Desde la trigonometria de la circunferencia, el valor del seno del angulo es:

LM
iy

sima =

Como ya conocemos el valor de KI y KJ en términos de los lados del triangulo LJM, sustituyendo
se tiene”:

Kl L]

. LM TR _KI*slf

Csnd = 77 =T R ~ K «IM
KT

t"-l
Yoy

Como LM "ri es la inversa de Sin¥_ La cual es €5¢ & tendriamos:

El cual es el seno del angulo & en términos del cuadrado.
T

Ahora bien, veamos un ejemplo definiendo un angulo “Ts

)

del mismo, el cual hallamos anteriormente como ( "3

, teniendo en cuenta el punto terminal

Determinemos las dimensiones del tridngulo que se construye con este angulo.

E F

3 Ll
(—) +1 =1.1547

i o Lo ml
05 o 05 - (‘l_)
Cs 1|:| - Cuﬂ-@ 0.5

1.15473

H G

Figura 5. Obtencion de Csen 30°

3.2 RAZON TRIGONOMETRICA COS (6) EN EL CUADRADO

Considerando los mismos razonamientos frente a los tridngulos anteriormente construidos,
podemos determinar la relacion entre los siguientes lados:

> Para diferenciar el SIR L de la trigonometria del cuadrado a la de la circunferencia, se antepone una “C” al seno del
angulo en términos de la trigonometria del cuadrado.
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JM . JL
Jr T IK
Por lo tanto:

JM = JK JI=]L
L=——"— ¥ M=
Sabemos que desde la trigonometria de la circunferencia, el valor del coseno del dngulo es:
_IM
cOs5d = JF_L
Como ya conocemos el valor de JK e IJ en términos de los lados del triangulo LIM,
sustituyendo se tiene:
Jl=]L
_IM_ K _ JI*=]L
Ceosa =TT =TafoJk ~ JKZ=jM
JL

I
Como/M es lainversa del Z0s¢. La cual es 58, tendriamos:

F

Coosa =

K Sec o
El cual es el coseno del angulo & en términos del cuadrado.

3.3 RAZON TRIGONOMETRICA TAN (6) EN EL CUADRADO

Podemos determinar la relacion entre los siguientes lados:

LM _ KT
M] T
Por lo tanto:
KIsMJ] LM +1]
LM = T Y MJ] =

Kl
Sabemos que desde la trigonometria de la circunferencia, el valor de la tangente del angulo
es:

LM

M]
sustituyendo se tiene:

tana =
Como ya conocemos el valor de KI e IJ en términos de los lados del triangulo LIM,

Kl = MJ )
ctang oMM _— I _KI*=Mj

M]~ LM«I] ~— IJ3«LM
K1

Como LM eslainversa de la tTam [ a cual es €ot& tendriamos:

M]

KI®
Ctamo = ——=cota

Ijz

La cual es la tangente del &ngulo & en términos del cuadrado.
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4. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS DEL CUADRADO

Teniendo en cuenta la manera en la cual se determinan las razones trigonométricas en la
circunferencia de radio uno, se realizara un analisis partiendo de Seno y Coseno en el cuadrado de

lado dos también centrado en el plano.
E B H

T T
-08 o 05

F D G

Figura 6. grafica general de identidades trigonométricas.

4.1 FUNCION SENO DEL CUADRADO

Para los siguiente sintervalos:

EIA
4.5m L
o) (557)s (25
Por semejanza de los tridangulos KLI y JCI podemos decir que se cumple,
sind (sind
cosf  Ccosé
Pero Ccosf es igual a uno en estos intervalos pues se mantiene constante, entonces
podemos decir que,

sin & _ Csing
ros8 1
tanf = Csing
T o
43t 4Tm

Para los intervalos que faltan([ ¢ ], [ 4 ]), el Seno definido como el segmento CJ se

mantendré constante por lo tanto sera 1 6 -1, con la siguiente demostracion
sind Csin®

cos8 Ccos@
Pero Ccos8 | como se demostrara en la definicidon de coseno para el cuadrado, en estos

intervalos en especifico es €0t&, entonces,
g cosd

sind Csinf sind=*cotd sinf = —
- T Csind, —— % = (Csin ,1=Csinf

cos8 cotf °  cos@
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05

05

Figura 7. Grafica de la funcion Csen

4.2 FUNCION COSENO DEL CUADRADO

Para los siguientes intervalos:

4-5?r

[o-3]v

Por semejanza de los tridangulos KLY y JCI podemos demr que se cumple,

sin @ _ Csinf
cosd Clcasf?
Ceosd C sin fcasd
cosl =————
Lcosd

Por demostracion anterior del Seno de & en el cuadrado para los intervalos mencionados
aqui, se cumple que Csinf = lan& reemplazando tenemos que

c g tam & cos8
cosil=——————
Trnsd
simt?
5 cosd
Ccosd = CGE
Ccosg
Ccosf =1

T 5
(%311 )(4-.?11‘)
Para los intervalos que restantes (A 4 ° a4 /), el Coseno si deberd variar ya que el

cateto adyacente al angulo no serd siempre 1,
sinf C sinf
cosf  CcosB

El seno de € para el cuadrado en los intervalos mencionados por ser constantes y tener su
maxima longitud sera de uno, por lo tanto podemos reemplazar en la igualdad,

ginf _ 1
rasd  Crosh
cosh
Ceoos8 =
sn

Cecosf = cotf
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(5.5,1) (6.28,1)

054

1 (036 -13 (31413 (3.93,-1)

Figura 8. Grafica de la funcion Ccos

4.3 FUNCION TANGENTE DEL CUADRADO

I
[ﬂ fr) (i,ﬁir) ( I
.. . L, — U U|l——
Para los siguientes intervalos: L 4 : 4 4.2

Ctacd Csing
a =
g "oz
Por la primera parte de Seno & y Coseno & respectivamente podemos decir que,
tagd
Cluyd = — Cloeyd = Luy
T o
43n 17m

Para los intervalos restantes [ 4 ],[ 4 ]

El cateto opuesto al angulo se mantendra constante, por lo cual el valor que se le dara a la tangente

tagd

se puede determinar de la siguiente manera, Crozd

Por la demostracion del coseno en el cuadrado para estos intervalos podemos decir que,

Ctagd =
=g catd

sing
Ctagd = — = tagt

054

o (6.28,0)

054

Figura 9. Grafica de la funcion Ctan

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica Septiembre 8, 9y 10 de 2011 Bogota, Colombia 269



[
5]

o o]
O EFL

4.4 DERIVADA DE LA FUNCION

Como la funcién seno en el cuadrado es la funcion tangente en la circunferencia Csint = tan@,

= )
i

entonces la derivada de C511& en el cuadrado sera la derivada de tan& en la circunferencia es

1
)=—-—
decir cos’(x), teniendo en cuenta para los valores que se cumple en el caso del cuadrado:
3
1 7
[—mzm en [0 9 U (4511) y (4 ;J
i) !
0 4- 37r |4- 7T

(0.79, 2) (2.36,2) 13.93,2) (5.5,2) (7 07,2) (8.64,2) (10.21
» ° 'C b r

/ \\\ // \ / \\ //

bt — _—

(0.79,0) (2.36,0) (3.93,0) (55,0) (7.07,0) (264,0) (10.21
o 1 2 3 4 5 6 7 8 a 10

Figura 10. Grafica de la derivada de la funcion Csen

4.5 DERIVADA DE LA FUNCION Ccos@

Como la funcion coseno en el cuadrado es la funcion cotangente en la circunferencia
Ccos8 = Cotf | entonces la derivada de £c25€ en el cuadrado sera la derivada de C2t& en la

1
. . ) =—-———
circunferencia es decir send para los valores que se cumple en el caso del cuadrado:
[0 37: 573
" se nz(x)
i)
0en |23 s_w ?_w
4' 4 |'L4 " 4

141 fanpo?

NN

Figura 11. Grafica de la derivada de la funcion Ccos

Las demas derivadas de Ctan(x),Ccot(x), Cesclid, Cseclx) seran las mismas que en la
circunferencia.
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5. CONCLUSIONES

e Resaltamos esta experiencia en el sentido de darle importancia a la matematica como ciencia
inacabada y con posibilidad de descubrirse y aprenderse, entendiéndola como una ciencia
donde se da la oportunidad de inventar, experimentar y generar conocimientos innovadores.

e Por otra parte es necesario crear conciencia de la necesidad de ver la matematica desde otros
enfoques y otras miradas con el fin de complementarla y fortalecerla, evidenciando que hay
muchas maneras de aprender trigonometria y otras ramas de la matematica ademas de la
usual.

e La trigonometria del cuadrado permitié conocer una forma nueva, en la que las relaciones y
funciones trigonométricas emergieron con razonamientos de tipo geométrico como
semejanza y congruencia de triangulos, puntos terminales y nuevas razones trigonométricas.

e El razonamiento geométrico permitié dar cuenta de como a partir de conocimientos ya
adquiridos es posible la construccion de nuevos, por medio de cuestionamientos que se
realicen con el trabajo usual.

e Los razonamientos no usuales dentro del campo de la trigonometria con los cuales se han
formalizado conceptos como razon y funcidon trigonométrica, dan cuenta que la matematica
puede ser vista aun como ciencia que ha de ser explorad
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Tratamiento de los conceptos estadisticos
de Aleatoriedad y Azar en los libros de texto

Duberney Urquina Arce
Universidad de la Amazonia

Resumen. En este trabajo presento un estudio del significado de los conceptos estadisticos de
“Aleatoriedad y azar” en una muestra de 12 libros de educacion secundaria de diferentes
editoriales.

Analizo los problemas propuestos, algoritmos, definiciones, propiedades, representaciones y
argumentos. Concluyo la variedad de significados presentados en los libros para un mismo
concepto, asi como la ausencia de algunos elementos que lo harian mas significativo para los
estudiantes.

Palabras clave. Libros de texto, Aleatoriedad, Azar, significado, comprension.

1. INTRODUCCION

En este trabajo me intereso por revisar en los libros de texto, los conceptos estadisticos de
Aleatoriedad y azar en la educacion secundaria, continuando otros trabajos previos (Batanero y
Romero, 1995). Esta claro que las posibles dificultades que los estudiantes encuentren en el tema
dependeran de la ensefianza recibida.

En los ultimos afios, las investigaciones realizadas en el campo de la estocastica han mostrado su
relevante papel tanto en el desarrollo del individuo como en el entorno social. El reconocimiento de
la incertidumbre, como una caracteristica de la realidad, y aprender a manejarse con ella, son
fundamentales en el desarrollo intelectual de los individuos del siglo XXI.

Cuando queremos reflexionar sobre la dificultad que el aprendizaje de ciertos conceptos tiene para
los estudiantes, es necesario comenzar por hacer un analisis epistemologico de su significado.

Como indica Godino (1996, p. 418):

«el problema de la comprension esta intimamente ligado a como se concibe el propio
conocimiento matemdtico. Los términos y expresiones matematicas denotan entidades
abstractas cuya naturaleza y origen tenemos que explicitar para poder elaborar una
teoria util y efectiva sobre qué entendemos por comprender tales objetos. Esta
explicitacion requiere responder a preguntas tales como: ;Cudl es la estructura del
objeto a comprender? ;Qué formas o modos posibles de comprension existen para cada
concepto?, ;Qué aspectos o componentes de los conceptos matemadticos es posible y
deseable que aprendan los estudiantes en un momento y circunstancias dadas? ».

Aqui me centro exclusivamente en los conceptos de “Aleatoriedad y Azar” siguiendo a Batanero y

"nn

Serrano (1995): las expresiones "experimento aleatorio”, "suceso aleatorio", incluso los sustantivos

"n -n

el "azar", "aleatorio", aparecen con frecuencia, tanto en el lenguaje cotidiano, como en los manuales
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escolares. Pero su significado, al referirse a una entidad abstracta, no queda univoca y nitidamente
determinado, lo cual creara dificultades de comprension en los estudiantes.

“Como afirmamos en Godino y Batanero (1994), el significado de los objetos
matematicos no puede reducirse a su mera definicion matematica cuando nos
interesamos por los procesos de ensefianza y aprendizaje de los mismos. Las diversas
situaciones problematicas y las practicas que hacen las personas para resolverlas en
distintas instituciones y momentos historicos aportan rasgos caracteristicos de las
nociones que en ellas intervienen, los cuales deben ser tenidos en cuenta en la
ensefianza.

Como argumentan Konold y Cols. (1991), de hecho, es preferible ver el término "aleatoriedad"
como una etiqueta a la que van asociados muchos conceptos, como los de experimento, suceso,
espacio muestral, probabilidad, etc. En este sentido, la palabra aleatoriedad nos remite a una
coleccion de conceptos y procedimientos matematicos que podemos aplicar en muchas situaciones.
Por ello, deberiamos pensar en una orientacion que tomamos hacia el fendémeno que calificamos de
"aleatorio" mas que en una cualidad del mismo. Aplicamos un modelo matematico a la situacion,
porque nos resulta 1til para describirla y comprenderla pero no creemos que la situacion sea idéntica
al modelo.

En este marco tedrico, el significado de un concepto matematico varia segin la institucion
considerada y los instrumentos semidticos disponibles en la misma. En la escuela se fijan unos
significados determinados para los conceptos a ensefiar, pero un estudiante, en un momento de su
proceso de aprendizaje, puede asignar a la “Aleatoriedad y azar” un significado que no corresponde
exactamente con el anterior. Tampoco el significado en una institucion escolar, como, por ejemplo,
la ensefianza secundaria, se tiene que corresponder exactamente con el atribuido por los
matematicos profesionales.

En este trabajo tratare de caracterizar los componentes del significado que, de la Aleatoriedad y
Azar”, se presenta en los libros de texto de enseflanza secundaria. A continuacion presento este
andlisis, haciendo primero unas breves consideraciones sobre la importancia de los libros de texto y
resumiendo brevemente las investigaciones previas mas relevantes.

2. FUNDAMENTOS

2.1 IMPORTANCIA DEL LIBRO DE TEXTO.

Mi estudio se justifica por la importancia que el libro de texto tiene como recurso didactico,
seflalada ya en el informe Cockroft (1985), donde se afirma que los libros de texto constituyen una
ayuda inestimable para el profesor en el trabajo diario del aula.

Chevallard (1991) sugiere que los libros de texto ofrecen una concepcion legitimada del saber a
ensenar e institucionalizan una forma de progresion del conocimiento de los estudiantes.

Por otro lado, Robert y Robinet (1989) indican que “el estudio de los libros de texto nos permite
conocer, de manera indirecta, la concepcion del profesorado sobre un contenido especifico, puesto
que, al elegir los materiales curriculares que se van a emplear, intervienen muchas variables y al
tomar la decision de utilizar uno u otro texto se esta posicionando y compartiendo, al menos
parcialmente, lo que éste propone.

Segtin Ortiz de Haro (1999), un libro de texto se considera como un segundo nivel de transposicion
didactica, después del primer nivel, que lo constituirdn los curriculos y programas oficiales. Si en un
texto aparece un significado sesgado, éste puede llegar a transmitirse a los alumnos; el profesor que
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los usa deberia mantener una permanente vigilancia epistemolédgica sobre el contenido de los libros
de texto.

Es importante analizar el significado de los conceptos estadisticos que estos libros transmiten si
queremos asegurar que cumplan la funcion para la que han sido disefiados.

2.2 SINTESIS DE INVESTIGACIONES PREVIAS

Son muchas las investigaciones sobre la comprension de los conceptos de Aleatoriedad y Azar,
que, en general indican dificultades en el aprendizaje. Por ejemplo, “La aleatoriedad, sus
significados e implicaciones educativas” de Carmen Batanero Bernabeu, Luis Serrano Romero:

Encontraron que las cuestiones epistemologicas ocupan un lugar fundamental en la
reflexion de las personas interesadas por el aprendizaje de las matematicas. Ello es
debido a que los obstaculos surgidos histéricamente en la formacion de los conceptos se
reproducen, con cierta frecuencia, en los alumnos. Otras veces, los estudios de tipo
epistemoldgico pueden ayudar a comprender las dificultades de los alumnos en el uso de
los conceptos para la resolucion de problemas.

Batanero y Serrano (1991) presentan una reflexion epistemoldgica -desde una perspectiva didactica-
sobre la nocion de aleatoriedad, la cual, junto con la idea de probabilidad es punto de partida del
calculo de probabilidades. El interés y necesidad de este estudio parece claro, ya que la mayor parte
de los nuevos curriculos de matematicas de los niveles de ensefianza obligatoria proponen
intensificar el estudio de los fendmenos aleatorios.

“Concepciones de futuros profesores de Primaria sobre la nocion de Aleatoriedad” de Azcérate,
P., Cardenoso, J. y Porlan, R. (1998):

“la caracterizacion de la aleatoriedad de los fenomenos. La aleatoriedad, siendo el
ntcleo del conocimiento probabilistico, es considerada habitualmente como un
concepto «obvio» y su significado no es analizado con profundidad. Sin embargo,
podemos suponer que determinados tipos de concepciones sobre ella pueden ser un
claro obstaculo para la comprension de la naturaleza probabilistica de ciertos aspectos
de la realidad”

La importancia de la nocidén de aleatoriedad estriba en ser un concepto que, de hecho, esta
implicado directamente con nuestra propia forma de concebir la realidad y el conocimiento.

Como analiza el propio Kyburg (1974, p. 217), “es un concepto relacionado con nuestro cuerpo de
conocimiento, el cual de algin modo refleja qué conocemos y qué no conocemos”; hay una clara
dependencia entre el reconocimiento de un suceso como aleatorio y el cuerpo de conocimiento del
observador que esté emitiendo el juicio. Al mismo tiempo, también es importante porque, como
apunta Bennett (1993, p. 158), “una clara comprension del concepto de aleatoriedad es de crucial
importancia para dominar ciertos conceptos probabilisticos y estadisticos”.

“Tres elemntos de la Complejidad y su relacion con el azar” de Gabriel Conde Arango:

“Hay que reconocer un establecimiento en la ciencia, el cual guia y determina su propio
desarrollo. Explicita o implicitamente se admiten los conceptos y su practica queda
determinada por esta aceptacion. Sin embargo cualquier desarrollo visto en este marco
sera limitado, pero ademas, el mismo sistema cientifico y de conocimiento provee los
medios para que surjan nuevas maneras de advertir y buscar otros caminos. El azar es un
concepto que no esta por fuera de tal estructura. Se espera entonces que la teoria y la
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practica que involucra el azar, por un lado este limitada por tal organizacién, pero hay
tensiones que generan elemntos “liberadores” que permiten una visionmas alla de
cualquier establecimiento. Lo aleatorio (que aqui es sinonimo de azar), ha tenido y tiene
una interpretacion teorica o intuitiva, que mas o menos es aceptada por la comunidad
cientifica. Sin embargo en las dos ultimas decadas se han manifestado corrientes de
pensamiento  que cuestionan o por lo menos muestran una percepcion diferente a la
interpretacion actualmente generalizada de azar.
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Resumen. El presente Trabajo identificara la concepcion del concepto de area que poseen los
estudiantes de grado sexto. Este estudio nace como respuesta a los escasos conocimientos
geométricos, y en particular sobre areas, que hemos observado en los escolares. Hacemos un
acercamiento a través de teorias como las de Artigue, Vinner, la EMR y el Modelo Van Hiele.
Clasificamos el conocimiento en tres clases (formal, curricular y personal). Particularmente, el
conocimiento personal esta referido al estudiante, que es nuestro objetivo. La metodologia parte de
la premisa que el alumno tiene una concepcion sobre los conceptos matematicos, manifestada en la
forma como aborda los problemas y justifica sus procedimientos o afirmaciones relacionados con el
concepto.

1. INTRODUCCION

El concepto de area es uno de los mas basicos y profundos de las matematicas (Freudenthal, 1983,
citado por Turégano, 1989) y su aprendizaje es “un proceso complejo que no puede de ser adquirido
inmediatamente” (Carb6, Mantica y Saucedo, 2007). El exige un alto grado de conceptualizacion
que, segun Chamorro (2003), es tanto de orden geométrico como aritmético; ahi esta la fuente de la
mayoria de los obstaculos y dificultades que constantemente presentan los estudiantes. Ademas, el
concepto de area es de nivel cognoscitivo superior al de longitud, como lo confirma Turégano
(1989), quien a su vez recalca que su apropiacion conlleva grandes retos didacticos.

Muchos docentes creen que los estudiantes ante una tarea fundamentan sus juicios en definiciones
formales de conceptos; pero las investigaciones (Vinner, 1991) muestran que cuando el alumno
enfrenta un problema, no utiliza definiciones, sino que realmente evoca la concepcion que tiene de
ellos. Este estudio indagara la concepcion de area en estudiantes de grado sexto.

2. LA FORMACION DE CONCEPTOS

Muchos autores en Educacion Matematica han contribuido con teorias sobre la “formacion de
conceptos” (e.g., Skemp, 1980; Tall y Vinner, 1981; Vinner y Dreyfus, 1989; Artigue, 1990;
Vergnaud, 1990; Vinner, 1991; Godino y Batanero, 1994; Calvo, 2001; Sotos, 2004; D' Amore,
2001; Turégano, 2006).
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Tall y Vinner (1981, citado por Jaime, 1995) distinguen entre el concepto como conocimiento de
los matematicos y como conocimiento de quien lo aprende; este ultimo lo denominan “imagen del
concepto”. Por su parte, Artigue (1990, citado por Azcarate, 1995) hace la misma distincion pero
denomina “concepcién” al concepto del aprendiz. Hemos observado diferencias entre el
conocimiento del ‘matematico’ y del estudiante. En este estudio consideramos asociados a un
concepto matematico tres tipos de conocimientos: Formal, curricular y personal. El conocimiento
formal es aquel que, durante la historia de la matematica, han producido los matematicos sobre el
concepto. El curricular es el conocimiento formal de un concepto matematico, transformado para
ser ensefiado. Y el conocimiento personal es aquel que de un concepto matematico tiene una
persona que lo aprende.

Componentes de un concepto. Segun Tall y Vinner (1981, citado por Turégano, 2006), un concepto
posee atributos relevantes e irrelevantes. Los relevantes son aquellas propiedades que definen el
concepto, mientras que los irrelevantes son caracteristicas no necesarias para el concepto (solo
diferencian ejemplos). Artigue (1990, citada por Azcarate, 1995) precisa componentes para un
concepto, que llamaremos: Definiciones, problemas, representaciones, teoria y procedimientos.

En matematicas, las definiciones son uno de los componentes de un concepto, y so6lo poseen
atributos relevantes. En la imagen del concepto, cuando existen definiciones, ademas de atributos
relevantes, ellas pueden contener atributos irrelevantes. En estudiantes se puede reconocer la
presencia de atributos relevantes o irrelevantes cuando ellos realizan, identifican o utilizan ejemplos
y contraejemplos. Para ilustrar cambios en atributos de la definicion de un concepto enunciaremos
una definicion formal y una curricular.

Definicion formal de darea. Apostol (1984) introduce el concepto de area mediante seis axiomas
partiendo de una clase M de conjuntos del plano medibles y una funcién a de dominio M. Toma
conjuntos S'y 7 de M, indicando que SUT, SHT y T-S estan en M, estableciendo que: Para todo S,
a(S) >0 ; si S = T entonces a(S) = a(T); si S es rectangulo de lados h y k, entonces a(S) = hk ; sea
0 e M/ ScOcT (1), si existe uno y so6lo un numero ¢ / a(S)< ¢ < a(T) para todo Sy T que
satisfagan (1), entonces Q es medible y a(Q) = c¢. Ademas, a(SUT) = a(S) + a(T) —a(SHT) y a(T -
S ) =a(T) - a(S).

Definicion curricular de drea. Ingenio Matematico 6 (2006) dice: “Una linea cerrada determina
dos regiones, la interior y la exterior. La medida de la region interior es el area. Calcular el area es
hallar la medida de la superficie encerrada por la frontera” (p. 134). Asi, en este texto, el area es la
medida de la region interior a una linea cerrada. Notese que area como concepto formal es un
concepto primitivo cuyos atributos se introducen mediante axiomas, dentro de éstos nuevamente
hay conceptos, como el de funcion. Sin embargo, area como concepto curricular no es concepto
primitivo sino definido mediante otros conceptos, como region del plano. En este caso, ademas de
cambios en los atributos, también hay cambio en la naturaleza del concepto.

3. CONOCIMIENTO PERSONAL DE UN CONCEPTO GEOMETRICO

Modelo de Van Hiele. Este modelo —referente tedrico para propuestas curriculares de geometria—
consta de tres partes: niveles de razonamiento, fases de aprendizaje y propiedades. Segun Jaime
(1995), los niveles de razonamiento se pueden entender como maneras distintas de comprender un
concepto geométrico. Como el Modelo consta de cinco niveles de razonamiento, entonces existen
cinco maneras distintas de comprender el concepto, y de su comprensién harian parte, como
minimo, procesos como definir, clasificar, representar, demostrar y, plantear y resolver problemas.
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La Educacion Matemdtica Realista (EMR). Para Alsina (2009), la EMR es una propuesta de
enseflanza y aprendizaje de la matematica que ha organizado sus elementos tedricos a partir de
interrogantes como, por ejemplo, qué es la matematica; como y qué se ensefla; como, cuando y con
quién se aprende'. Todo se organiza en seis principios: de actividad, de realidad, de niveles, de
reinvencion guiada, de interaccion y de interconexion. En los niveles de Van Hiele y de la EMR,
hay uno inicial y otro final. El nivel inicial (1 para Van Hiele y situacional para la EMR)
corresponde a lo que tiene sentido para un estudiante en relacion a un concepto, lo que sabe y que
ha aprendido —conocimiento personal— dentro y fuera del salon. En el nivel final (4 para Van Hiele
y formal para la EMR) también coinciden ambas propuestas. Una ensefianza adecuada (las fases de
aprelzldizaje para Van Hiele y los seis principios para la EMR) permitira avanzar del nivel inicial al
final”.

4. METODOLOGIA

Esta investigacion estudia la concepcion de area en estudiantes de grado sexto, seleccionando un
curso de la Institucion Educativa El Jardin, que es un colegio urbano de estrato dos de Ibagué. La
Institucion consta de tres sedes que atienden aproximadamente 2.200; la tasa de mortalidad en
bachillerato es aproximadamente del 25% y para el afio 2010, los resultados en las pruebas ICFES
estuvieron entre 40 y 60 puntos. El curso elegido consta de 48 estudiantes, 23 hombres y 25
mujeres, con un promedio de 12 afios de edad. La investigacion es de tipo cualitativo. Se hara un
Estudio de Casos, seleccionando dos estudiantes, con el fin de profundizar en el analisis de la
informacion, para comprender como piensa y razona un estudiante.

Instrumento aplicado. Teniendo en cuenta los componentes de un concepto de Vinner y la
definicion formal de area (Apostol, 1984) se aplico un cuestionario cuyo objetivo era indagar si los
estudiantes al clasificar y comparar figuras encontraban atributos relevantes para este concepto. A
través de las instrucciones dadas se solicitd clasificar todas las figuras bajo un sélo atributo,
esperando que fuera relevante en la definicion de area. No se esperaba que subdividieran cada
figura en unidades de superficie de forma cuadrada, por ejemplo, decir que las figuras 2 y 3 son de
igual tamafio por tener siete cuadrados unidad; en cambio se esperaba que, por ejemplo,
concluyeran que dichas figuras tenian el mismo tamafo porque eran resultado de una rotacion, lo
cual equivaldria a la congruencia por rotacion en la definicion de area de Apostol (1984).

! Para otras presentaciones de la EMR ver Bressan, Zalkower y Gallego (2005) y Goffree (2000).

? Ensefianza, que para el caso de la educacion colombiana, se tienen once afios (cinco de primaria y seis de
secundaria) para completar los cuatro niveles de comprension de cualquier concepto matematico.
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16 17 18 19 20

Figura 1. Instrumento para la captacion de atributos relevantes en el concepto de area

Analisis. Una observacion preliminar mostr6 que algunos estudiantes al referirse a ciertas figuras
decian que “les falta un cuadrado”. Con este criterio, de «cuadrados que le faltan» se clasificaron
todas las figuras, obteniendo:

1| 2| 3| 4| 5| 6] 7| 8| 9]|10|11|12(13]14|15(16(17|18]|19(20(21]|22|23|24(25]|26]|27(28(29|30
faltal X X X X X X
falta 2 x| x X X x| x x| x
falta 3 X X X | x X X X
faltad| x x| x X | x X X X | x

Tabla 2. Clasificacion de figuras adoptada para el cuestionario

De acuerdo con lo anterior, tenemos los siguientes conjuntos de figuras:

e Conjunto 1. Esta formado por las figuras que 'les falta’ un cuadrado (figuras 11, 15, 21, 23,
27, 30).

e Conjunto 2. Esta formado por las figuras que 'les faltan’ dos cuadrados (figuras 2, 3, 7, 10,
12,13, 16, 17).

e Conjunto 3. Esta formado por las figuras que 'les faltan’ tres cuadrados (figuras 4, 14, 19,
20, 22, 24, 26).

e Conjunto 4. Esta formado por las figuras que 'les faltan’ cuatro cuadrados (figuras 1, 5, 6, 8,
9, 18, 25, 28, 29).
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4. RESULTADOS

Conjunto 1, alumno 47A. Las figuras del conjunto 1 son:

L]

El estudiante no incluy6 todas estas figuras en un mismo conjunto, sino que obtuvo los siguientes
tres subconjuntos:

e Subconjunto 1A. Figuras 11y 27
e Subconjunto 2A. Figuras 21, 23 y 30
e Subconjunto 3A. Figura 15.
I. Subconjunto 1A. Esta formado por las figuras 11 y 27:

Respecto a estas figuras afirmo lo siguiente:

Flas figdras 14 y 2% 1itren la i pa AR~ ¥ Grma.

F11 F27

23

Al mes y por fuera del aula de clase, al preguntarsele sobre lo que quiso decir con misma medida y
forma, el estudiante respondi6: “Son la misma sino que este lado que tiene aca (sefiala el lado
inferior de la figura 11), éste lo tiene a la derecha (sefala el lado inferior de la figura 27)”.

Estrategia. El estudiante aplica equidescomposicion, ya que muestra como traslada de izquierda a
derecha las dos cuadriculas inferiores de la figura 11 para transformarla en la figura 27.

Razonamiento. Su razonamiento es de tipo deductivo y se puede describir de la siguiente forma: si
traslado los dos cuadros inferiores de la figura 11, entonces obtengo la figura 27.

Destreza. Se observa habilidades visual y logica ya que extrae informacion de las figuras en
cuestion y es capaz de ordenar esas ideas para llegar a una conclusion.

Atributos.

Atributos relevantes. Para el area identifica las propiedades de aditividad, diferencia e invariancia
por congruencia, puesto que extrae una fraccion de la figura y la traslada (agregandola) a otra
seccion para obtener la otra figura. Reconoce que el segmento al ser trasladado no cambia su
‘tamaio’.
Atributos irrelevantes. El estudiante entiende que tener la misma forma y distinta posicion no altera
el tamafo.
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La siguiente tabla resume el analisis anterior

CATEGORIA Figuras 11y 27
Estrategia Equidescomposicion
Razonamiento Deductivo
_ Relevantes: Aditividad, diferencia e invariancia por congruencia
Atributos o
Irrelevantes: Forma y posicion
Destrezas Habilidades visual y logica

Tabla 3. Analisis de la clasificacion de las figuras 11y 27

La siguiente tabla resume el analisis del conjunto 1 para el alumno 47A

CATEGORIA Figuras 11y 27 Figuras 21, 23 y 30 Figura 15
. . ., Transformacion Comparacion con

Estrategia Equidescomposicion ) . L
geomeétrica objetos cotidianos

Razonamiento Deductivo Deductivo Analogia

Relevantes: Aditividad, .
Relevantes: Invariancia

diferencia e invariancia . Relevantes: No se
: por congruencia
Atributos por congruencia observan
Irrelevantes: Forma
Irrelevantes: Forma y vantes: y Irrelevantes: Forma
o posicion
posicion
Habilidades visual
Destrezas Comparacion con Habilidades visual y Habilidades visual y
objetos cotidianos y logica logica

logica

Tabla 6. Analisis del conjunto 1 para el alumno 47A

A continuacion se clasifican las estrategias utilizadas por el estudiante 47A

ESTRATEGIA CLASIFICACION
Equidescomposicion Cualitativa
Transformacion geométrica Cualitativa
Comparacioén con objetos Cualitativa
cotidianos

Tabla 7. Clasificacion de las estrategias utilizadas por el estudiante 47A
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Resumen. En esta comunicacion se presenta la utilizacion del laksaud como recurso didactico para
la ensefianza de la media aritmética, trabajo que se llevd a cabo con estudiantes de grado noveno del
colegio Instituto Técnico Industrial Francisco José de Caldas, observando ventajas y desventajas
que se encuentran en el manejo del recurso didactico.

Palabras claves: Recurso didactico, media aritmética.

1. INTRODUCCION

Para la ensefianza de la estadistica actualmente, se tienen escasos recursos didacticos que le
permitan al profesor de la educacion basica facilitar la comprension de los conceptos estadisticos a
partir de la aplicacién en la vida cotidiana. Segiin Godino (1998):

“se puede considerar como material diddctico cualquier medio o recurso que se use
en la ensenianza y aprendizaje de la estadistica, identificando los recursos didacticos
como instrumentos semioticos del trabajo estadistico; ya sean manipulativos (u
objetos ostensivos), manipulativos tangibles; los cuales ponen en juego la
percepcion tactil y manipulativos grdfico-textuales-verbales, en los que participan la
percepcion visual y/o auditiva”

Por tal motivo, es necesario realizar innovaciones didacticas que permitan al estudiante explorar y
observar de manera sencilla diversos conceptos estocasticos a través de la percepcion tactil, dando
importancia al concepto a ensefiar.

! Estudiantes de la Licenciatura en Educaciéon Basica con énfasis en Matematicas.
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2. UTILIZACION DEL RECURSO DIDACTICO EN LA ENSENANZA DE LA
MEDIA ARITMETICA

Una de las innovaciones en recursos didacticos es el laksaud, el cual se ha estado desarrollando en
el proyecto de investigacion: “Analisis e interpretacion de la trayectoria docente en la ensefianza de
la media aritmética”, en estudiantes de grado noveno. El laksaud es un recipiente que esta dividido
en tres compartimientos (figura 1). Dichas divisiones pueden ser retiradas de tal manera que el
recipiente quede con un solo compartimiento (figura 2).

Figura 1 Figura 2

Este recurso nace de la necesidad de ensefiar la media aritmética de manera sencilla y didéctica, lo
que posibilita la interaccion del estudiante con el concepto y a su vez con un material tangible. El
laksaud es un prisma rectangular elaborado en vidrio, que tiene divisiones moviles que se puede
retirar y colocar, las cuales se pueden llenar con diferentes materiales (arena, aserrin, agua,
escarcha, entre otros). Quedando cada compartimiento con alturas diferentes.

La idea didactica de este recurso se ve reflejada en la implementacion del trabajo en el aula, la cual
tiene tres fases:

1. Los compartimientos se pueden llenar de tal manera que cada uno de estos tenga una altura
diferente.

2. Las divisiones se retiran y por condiciones fisicas el material se distribuye en el recipiente
logrando un solo nivel (altura).

3. Al tener este nivel, se puede afirmar que dicha altura es el promedio de las alturas iniciales,
asi llegando al concepto de media aritmética.

El nombre laksaud surge de varias palabras, “lak” como la combinacion de las letras iniciales de las
personas involucradas en este proyecto y “saud” representa estudiantes de la universidad distrital.

3. EXPERIENCIA DE AULA

Este recurso didactico se implemento en estudiantes de grado noveno. Para obtener los resultados
necesarios, se disefio una secuencia didactica basada en la teoria de Brousseau (1986,1998, 2000)
que presenta cuatro momentos en el proceso de ensefianza y aprendizaje: accion, formulacion,
validacion e institucionalizacion, el fundamento de esta secuencia es la siguiente guia:

Guia (instrumento de observacion)

Clasificacion

Pregunta Esperado seglin Brousseau

Se pretende que los
estudiantes

determinen la medida
en centimetros de Accién
cada una de las
divisiones que tiene
el laksaud, a partir de

1. Mida la altura en centimetros a la que se encuentra el aserrin
en cada comportamiento.

Compartimiento | Medida en cm
1
2
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| 3 | | la cinta métrica que
éste posee.

2. Retire las divisiones del “LAKDWST”

3. Dibuja en el diagrama las tres medidas iniciales y la ultima , .
medida obtenida El estudiante debera

pasar todas las
medidas obtenidas al
plano (grafico), de tal

sem ] manera que éste sea
7em de utiidad para
sem reconocer y hacer un

andlisis de lo que
sucede con el

Zem concepto a
tem reconocer.
4. ; Qué sucede al retirar las divisiones? )
Se espera que el Formulacion

estudiante a partir de
la representacion
grafica, observe,
analice y proponga
una relacién de las
medidas iniciales con

5. ¢ Qué relacion hay entre las tres medidas y la Ultima? a (lima, de esta

manera
determinando que la
ultima medida

obtenida es el
promedio de las tres
medidas iniciales.

Se pretende que el
estudiante tome
como referencia el
6. ;Cdmo se podria calcular la ultima medida si el recipiente | proceso realizado, de
tiene cuatro compartimientos? tal manera que pueda
determinar un modelo
a seguir a partir del
proceso realizado.

Validacion

Se pretende que los
estudiantes hallen la
formula general de la

7. ;Como se podria calcular la dltima medida si el recipiente | media aritmetica

_ e g, +a,+-+a Institucionalizacion
tiene n compartimientos? (=—2——-1 a

(g}
partir del proceso
realizado con el
laksaud.
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4. DESARROLLO Y PRESENTACION DE LA EXPERIENCIA DE AULA CON
RESULTADOS OBTENIDOS

Para iniciar el trabajo con los estudiantes de grado noveno se pide a estos organizarse en grupos de
maximo tres personas, de esta manera entregandoles el material (el laksaud y la guia propuesta).
Seguido, se hace la introduccion a la actividad mencionando el nombre del recurso (laksaud) y su
respectiva definicion. Luego es necesario llenar el laksaud en este caso seria con aserrin,
pidiéndoles a los estudiantes que cada compartimiento tuviese alturas diferentes.

Al tener el recipiente con medidas (alturas) diferentes, se dan las indicaciones del primer punto de la
guia, la cual consistia en medir la altura del aserrin en cada division. Algunos de los estudiantes
utilizaron reglas para encontrar la medida exacta, otros presionaban el aserrin hacia abajo para que
la medida les diera en nuero natural. Se continua con retirar las divisiones del recipiente, lo cual
causo mucha curiosidad en los estudiantes, ya que el aserrin se quedaba en la misma posicion, al
observar esto la docente les pide a los grupos que muevan el recipiente de tal forma que se disperse
el aserrin, aunque a varios grupos no hubo la necesidad de darles esa indicacion ya que ellos
mismos lo dedujeron dando la respuesta a que eso debia dispersarse como el agua; los chicos al
observar que el aserrin se trataba de nivelar, lo que hicieron fue hacer presion de tal forma que el
aserrin quedara totalmente nivelado para asi medir la altura.

Por otro lado al momento de de realizar los diagramas de las primeras mediadas y la 0ltima; se
encontrd que algunos de los estudiantes dibujaron cuatro medidas diferentes, la cual la ultima
medida correspondia al promedio del aserrin, como se muestra a continuacion:

10em
9em 10em 4

8em

Bem

e . % e

=

Mientras que otros grupos realizaron lo siguiente:

10em 4

Luego se estas representaciones, se continua con la solucidon de las preguntas de la guia. La cual
resolvian de acuerdo a lo observado con el laksaud y los diagramas de las mediadas dibujadas. Al
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realizar la socializacion de las ultimas preguntas en especial la  generalizacion, la mayoria de los
estudiantes lograban identificar la media aritmética como el promedio de las medidas, pero lo
hacian de forma verbal y con ejemplos, pero muy pocos lo realizaron de forma general (formula):
como se muestra a continuacion:

Forma verbal y con ejemplo:

P Luffjol(z?rfituuu, o~

?.' BO CWCJQ
/a8 ffﬂfa naer 7
de raios nie) (/»&/ma/a: Codd meddl .
[as medidhs) y luego s diyidn /gre/ﬁa‘rmm de m/ar-ém/m .

Gyt Cy¥z Gryd3 lovwd (/%5 Crvh

Lo

/2 (amugcl O(e' asertin, ,wera f’/ rm/ﬂ;a#;m,'ém#g
@ﬁéé(,[ de aserna Je da & o se M/@r/e e L

& Cach compor Limorto se Seme

1)

fv || v

=

in il

———— T Es il = E

LS T 40 + 30 ¥a8 S 00 & 4 T e Wledds Frio] ity s
6/ astma de tados fos

tx}fff;(/z{;‘

Forma general:

E Yhe éiﬁ_\_" d TSRS e S

N Brepene s

Terminada la actividad se recogen las guias trabajadas, realizando la institucionalizacion del
concepto, de esta forma finalizando la clase.

5. CONCLUSIONES

Gracias a la experiencia realizada en el aula, podemos considerar el “laksaud” como un instrumento
manipulativo tangible, que permite al estudiante:

Identificar de manera simple el concepto de la media aritmética.
Reconocer la media aritmética como el promedio de varias medidas.
Determinar generalizaciones.

Utilizar las convenciones de medidas.

Usar lenguaje estadistico en las generalizaciones.

Utilizar lenguaje simbolico al momento de generalizar la media aritmética.
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Sin embargo el laksaud al ser un recurso didactico de ensefianza en la estocéstica, (ensefianza de
probabilidad y estadistica); puede presentar algunas desventajas al momento de hacer el respectivo
uso de este material, estas son:

e Lainexactitud de la medida.
e El material con el cual se rellena cada division.
e El trabajo en grupo.

Por tal motivo el laksaud es un instrumento innovador, Util y eficaz para la ensefianza y aprendizaje
de la media aritmética en estudiantes de basica, logrando en ellos un aprendizaje significativo y
propicio para la vida cotidiana.
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Caracterizacion morfologica de frutos y
semillas de plantas de cacao
(theobroma cacao l.) de una finca
experimental ubicada en el estado Mérida

Deicy Villalba R, devillarey@hotmail.com
Eddy Johanna Fajardo, eddyfajardo@aula.ve
Giampaolo Orlandoni, gorlando@aula.ve
Universidad De Los Andes — Mérida

Resumen. Caracterizacion morfoldgica de frutos y semillas de cacaos criollos provenientes de una
finca experimental del estado Mérida.

1. MATERIALES Y METODOS

Se utilizaron los datos recolectados en 22 clones de cacao de 10 afios de edad, identificadas como
USL(S/N, 0, 001, 178, PI, 145, 1086, 278, 845, 394) y STB (004, 111, 116, 253, 254, 263, 319, 391,
392, 445, 451y 811) ubicadas en una finca experimental del Estado Mérida. Se utilizé una lista de
descriptores para cacao publicadas en 1981 por el Consejo Internacional de Recursos Fitogenéticos
IBGRI. Se utilizaron 17 descriptores de fruto y semilla, que se podian realizar en condiciones de
campo.

2. CARACTERISTICAS EVALUADAS

De cada clon se evaluaron 10 mazorcas fisiologicamente maduras sin sintomas de enfermedad. Se
evaluaron y registraron caracteristicas cuantitativas (largo, ancho, peso, profundidad y largo del
surco primario, profundidad y largo del surco secundario, peso total de las semillas con pulpa, peso
fresco de semillas sin pulpa y numero de semillas integras y vanas).

De cada mazorca se tomaron 5 semillas y se les midieron cinco caracteristicas cuantitativas (largo,
ancho, peso fresco, peso seco, peso de la testa). El peso seco se determind después del proceso de
fermentacion y secado.

CARACTERISTICAS MORFOLOGICAS

La mayoria de las plantas cultivadas con importancia econdémica, como lo es el cacao, tienen sus
patrones de identificacion y caracterizacion. Diversos estudios se han realizado para determinar
aquellas caracteristicas (descriptores) cualitativas y cuantitativas que resultan mas tutiles para la
descripcion de las plantas. Un descriptor es un atributo cuya expresion es facil de medir de la forma,
estructura o comportamiento de una accesion. Sirve para discriminar entre fenotipos. Los
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descriptores son altamente heredables, pueden ser detectados a simple vista y se expresan de igual
forma en todos los ambientes. (Hidalgo 2003).

Para la descripcion morfologica se emplean aquellos 6rganos que estdn menos influenciados por el
ambiente siendo los mas importantes la flor y el fruto.

Uno de los primeros investigadores en sefialar algunas caracteristicas de la flor y la semilla para la
caracterizacion de clones de cacao fue Pound (1932), cuyo criterio fue luego confirmado por
Engels, Bartley y Enriquez (1980).

Los descriptores cualitativos y cuantitativos utilizados para caracterizar los clones de cacao del
presente estudio fueron:

Caracteristicas del Fruto: De cada uno de los 22 clones evaluados se colectaron al azar 10
mazorcas fisiolégicamente maduras y sin ningin sintoma de enfermedad. De cada mazorca se
tomaron las siguientes medidas:

e  Peso del fruto (PESO) en gramos: Peso total de la mazorca.

e Largo del fruto (LARGO) en cm: Distancia desde la base en la unién del pedunculo hasta el
apice.

e Ancho del fruto (ANCHO) en cm: Se mide en la parte mas ancha de la mazorca.

e Profundidad del Surco Primario (PROF_SURCOPRIM ) en cm: Se mide el espesor o
profundidad de la cascara en el lomo, considerando la parte mas gruesa.

e Profundidad del surco secundario (PROF _SURCOSEC ) en cm: Se mide la parte intermedia
entre dos lomos.

e Longitud del Surco Primario (SURCOPRIM ) en cm: Se mide la longitud de la cascara en el
lomo, considerando la parte mas gruesa.

e Longitud del surco secundario (SURCOSEC ) en cm: Se mide la longitud del lomo a la
derecha del lomo principal.

e  Peso total de la semilla (PESO_TOTAL) en gramos: Peso total de las semillas de la mazorca
(pulpa y semilla)

e Peso Fresco de la semilla (PESO_FRESCO) en gramos: Peso total de las semillas retirando
pulpa y testa.

e Numero de semillas por fruto (NSEMILLAS): Se consideran sélo aquellas semillas con
desarrollo normal.

Caracteristicas de la Semilla: De los 10 frutos tomados al azar se utilizaron cinco semillas frescas
por fruto para evaluar lo siguiente:

Largo de semilla (LARGOS5SSEM) en mm

Ancho de semilla (ANCHOSSEM) en mm: Se considero la parte mas ancha de la semilla.

Espesor de la semilla (ESPESORSSEM) en mm.

Peso fresco de semilla humeda con pulpa y testa (PESOFRESCOSSEM) en gramos: Se

pesaron cinco semillas por fruto en una balanza.

e Peso de la semilla seca (PESOSECOSSEM) en gramos: Se depositaron las mismas cinco
semillas en cajas petri identificadas y se secaron en estufa a 65°C por 24 horas y luego se tomo
el peso.

e Peso de la testa (PESOTESTASSEM) en gramos: Peso de la testa sobrante de las cinco

semillas secas.

e Indice de almendra (IA) en gramos: Promedio del peso de la semilla seca.

Andlisis estadistico. En primera instancia se realiz6 un analisis exploratorio de los datos, con la
finalidad de ver el comportamiento de las variables. Luego se aplicaron las siguientes técnicas de
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analisis multivariado: Analisis Multivariado de Varianza (MANOVA), Analisis de Componentes
Principales, Analisis de Conglomerados: Cluster y Biplot

3. RESULTADOS

Anadlisis Descriptivo. El peso promedio de los frutos fue de 482,36 g. El peso maximo se obtuvo
para la muestra STB 2545 (1102,5 g) y el mas bajo para USL 10868 (247,6 g). El Largo del fruto
vari6 entre 12 (STB_8117) y 22,6 cm (STB_2545). El ancho de fruto vari6 entre 6,9 (STB_2536) y
10,7 cm (STB_2549). La profundidad del Surco primario vari6 entre 0,52 (USL 1784) y 2,86 cm
(STB_2545). La profundidad del Surco secundario varié entre 0,24 (USL 0010) y 2,08 cm
(STB_2545). El peso total de las mazorcas vario entre 24,5 (STB 3919) y 706 (STB_3912) con una
media de 93,64 gramos. El numero promedio de semillas por fruto fue de 29 semillas, con un
maximo de 47 semillas (STB_3195) y un valor minimo de 8 semillas (STB_4454). El peso fresco
vari6 entre 12,5 (STB_4454) y 116,9 g (STB_3917) Rica. CATIE. p.19.

Analizadas las cinco semillas por mazorca se encontr6 que: el peso seco present6é una media de 6,53
g con un maximo de 10,9 g y un minimo de 3,2¢g. El largo vari6 entre 18,74 cm a 30,4cm. El ancho
menor de semilla (11,38 mm) lo obtuvo la muestra STB_4514 mientras que el mayor (17,56 mm)
fue para la muestra USL_3941.

Al analizar las correlaciones se encontrd que:

* El Peso de la mazorca presenta asociacion lineal positiva con el resto de variables; esta
fuertemente relacionada con el largo y el ancho de la mazorca y muy poco relacionada con el
ancho de semillas. Se esperaria una fuerte relacion con el nimero de semillas y el peso de las
semillas (con pulpa y sin pulpa) pero no es asi. Parece ser que las mazorcas de mayor peso y
tamafo tienen menos semillas que las mazorcas pequefias.

* El largo de la mazorca también presenta asociacion lineal positiva con el resto de variables;
esta fuertemente relacionada con el peso y el ancho de la mazorca y muy poca relacionada con
la profundidad de los surcos y el largo y ancho de las semillas.

*  El ancho de las semillas esta relacionada de forma directa con todas las variables a excepcion
de la profundidad de los surcos (aunque dicha relacion es muy débil, casi cercana a cero).
También presenta fuerte relacion con la longitud de los surcos primarios, a mas ancha la
mazorca, mayor la longitud de dichos surcos.

+ La Profundidad del surco primario y del secundario estan relacionadas directamente entre si,
pero no presentan relacion con el resto de variables con quienes su correlacion es casi cero.
Presenta relacion inversa con el ancho de las semillas y el peso fresco (total semillas sin pulpa).

*  Lalongitud de los surcos primario y secundario estan relacionadas directamente (y de forma no
despreciables) con casi todas las variables, excepto con la profundidad de los surcos, el peso
fresco y total de las 5 semillas y el ancho de las semillas, con quienes practicamente no existe
relacion.

*  El peso total de las semillas presenta muy poca relacion con el resto de las variables, excepto
con el peso fresco de las semillas.

* El peso fresco presenta relacion positiva con el nimero de semillas, el largo y ancho de la
mazorca y el peso total de las semillas. Presenta relacion inversa con la profundidad de los
Surcos.

* El nimero de semillas estd relacionado directamente con el peso fresco de las semillas e
inversamente con el espesor de las semillas.

»  Las caracteristicas propias de las semillas como largo, ancho, espesor, peso fresco, peso seco e
IA presentan fuerte relacion positiva entre si.
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Andlisis multivariado. Este estudio permitid describir las caracteristicas morfoldgicas de fruto y
semilla de clones de cacaoprovenientes de una finca experimental del estado Mérida. De la
comparacion morfoldgica de los clones USL y STB 16 variables o descriptores discriminan entre
ellos. Solo el descriptor Peso total (semilla con pulpa y testa) no resultd ser un buen discriminante.
Este descriptor presentd casi nula relacion con el resto de variables, a excepcion del peso fresco
(con pulpa).

Se identifico también las variables que mas discriminan entre los clones evaluados, diferenciando
tres grupos particulares de descriptores: un primer grupo constituido por el peso, largo, ancho y
longitud de los surcos primario y secundario de las mazorcas y largo, peso fresco, peso seco, peso
de la testa e IA de las semillas, un segundo grupo representado principalmente por el nimero de
semillas y el peso fresco de las semillas y un tercer grupo representado por la profundidad de los
surcos primario y secundario; asi mismo, se diferenciaron tres grupos de clones de cacao
relacionados directamente con las agrupaciones de los descriptores.
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Contextos de uso de la variable
en los textos escolares de
grado 8 mas usados en el sector oficial

Luz Divia Rico Suarez, luzdiviarico@hotmail.com
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Resumen. Este documento es un reporte parcial de la investigacion referida al uso del concepto de
variable y su objetivo se centra en analizar en algunos textos escolares de grado octavo de
matematicas, usados en el sector oficial, el tratamiento didactico del concepto de variable desde el
modelo 3UV propuesto por Trigeros y Ursini en el 2003, quien refiere la variable como incognita,
como numero general y como relacion funcional. La metodologia se orienta hacia un estudio
cualitativo, de andlisis bibliométrico y descriptivo, ésta se desarrollo en cuatro fases: seleccion de
textos, formulacion de categorias de analisis, recoleccion y analisis de informacion e informe final.
Para efecto de analizar los textos se disefio un instrumento a manera de matriz categorial incluyendo
los indicadores de cada uno de los usos de variable propuesto por Trigeros y Ursini. La principal
conclusion muestra que en los textos escolares de grado octavo se identifican diferentes formas de
abordar el concepto de variable. El tratamiento en relacion con el modelo 3UV, evidencia una
diferencia en términos de alcance, de manera particular algunos presentan los tres usos de la
variable (como incognita, niimero general, relacion funcional), en tanto que otros profundizan en el
primer y segundo uso, el tercero solamente lo esboza a partir de algunas expresiones algebraicas.
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Enfermedad renal cronica
“una aplicacion al analisis de datos”

Deicy Villalba R, devillarey@hotmail.com
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Giampaolo Orlandoni, gorlando@aula.ve
Universidad de los Andes — Mérida

1. INTRODUCCION

La enfermedad renal cronica (ERC) es un problema de salud publica. La manifestacion mas grave
de la ERC, la insuficiencia renal cronica terminal (IRCT) subsidiaria de tratamiento sustitutivo
mediante dialisis o trasplante renal, presenta una incidencia y una prevalencia crecientes desde
hace dos décadas. Se estima que por cada paciente en un programa de dialisis o trasplante
puede haber 100 casos de ERC menos grave en la poblacion general. Por un lado, estos casos
constituyen la base de los pacientes que llegaran mas tarde a una ERC avanzada. Por otro lado,
estos pacientes tienen un riesgo cardiovascular elevado y sufren una morbimortalidad por
eventos cardiovasculares que, probablemente, tenga un impacto en la salud mayor que Ia
evolucion hacia la necesidad de tratamiento renal sustitutivo'.

En Colombia hay pocos programas prevencion y promocion primaria renal. Una de cada diez
personas pueden tener algin grado de dafio renal y no lo saben (mas o menos cuatro millones y
medio de personas), mas de veinte mil se encuentran en tratamientos de dialisis y hay cerca de
3.500 trasplantados. En el curso de esta ultima década, la prevalencia nacional de pacientes en
tratamiento sustitutivo de la funcion renal ha crecido alrededor de un 6% en la primera mitad y
algo mas del 3 % anual en los ultimos 5 afios.

Objetivo. Analizar la relacion entre algunas variables antropométricas (talla, peso, indice masa
corporal) y examenes médicos (tasa filtracion glomerular, creatinina, hematocritos,
diabetes) con los estadios de la enfermedad cronica renal.

2. MATERIALES Y METODOS

El presente estudio de los estadios de la ECR se realizdo en la ciudad de Bucaramanga,
departamento de Santander, Colombia. Se estudiaron ocho variables: edad, talla, peso,
superficie corporal, tasa filtracion glomerular, creatinina, hematocritos y diabetes. La tabla de
datos fue transformada de la siguiente manera: las variables cuantitativas edad, indice de masa
corporal (IMC) y tasa de filtracion glomerular se categorizaron en cuatro clases cada una, la
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creatinina, hematocritos y diabetes se categorizaron en dos clases. La variable género se
categorizod en dos clases y la variable estadio (RENAL) en cuatro.

Se realiz6 un analisis exploratorio de los datos, para conocer el comportamiento de las
variables. Posteriormente se aplico la Técnica Multivariada de Andlisis de correspondencia
multiple, regresion logistica y analisis discriminante, ya que la estructura de los datos que se
tiene fue adaptable a dichas técnicas, en la que se busca explicar el comportamiento de las
variables expresadas en la informacion contenida en el conjunto original de datos. Para el
desarrollo de este trabajo se utilizaron el software: Microsoft Excel V-2007 para la organizacién
de los datos. Para el analisis estadistico descriptivo y el analisis multivariado se utilizé R 2.10.1,
SPSS V-17 y SAS 9.2.

3. RESULTADOS

Participaron en el estudio 136 pacientes, de los cuales 81 eran mujeres (60%) y 55 hombres (40%),
la edad promedio es 59 afios, la talla promedio es 161.69 cm, el peso promedio es de 73.42 kg.
El promedio de la superficie corporal, TFG2, creatinina y la tasa de filtracion glomerular son 1.81
kg*cm, 79.98 ml/min, 0.98 mg/d, 79.2 ml/min respectivamente.

Para realizar el Analisis de Correspondencias Multiples (ACM) se tuvieron en cuenta las
siguientes variables:

VARIABLES
CREATININA NORMAL ALTA
HEMATOCRITOS ALTOS (HTA) Sl NO
DIABETES MELLUS (DM) Sl NO
TASAFILTRACION NORMAL MODERADAMENTE LIGERAMENTE GRAVEMENTE
GLOMERUIAR (TEG) DISMINUIDA DISMINUIDA DISMINUIDA
iNDICE MASA CORPORAL (IMC) EéJS% NORMAL SOBREPESO OBESIDAD
EDAD JOVEN ADULTO ADULTO MAYOR ANCIANO
GENERO MUJER HOMBRE

La variable suplementaria para el analisis es el estadio de ECR (kdqi): estadio 1 (dafio renal factor
normal), estadio 2 (funcidén ligeramente disminuida), estadio 3 (funcidbn moderadamente
disminuida), estadio 4 (funcidén gravemente disminuida).

Con el ACM se obtuvieron tres resultados esenciales:
(1) la inercia o variabilidad explicada
(2) las variables no observables obtenidas como combinaciones lineales de las observables

(variables ficticias).
(3) la representacion grafica de las primeras dimensiones que se consideren mas importantes.

El objetivo del ACM fue describir como estan relacionados los estadios de la enfermedad renal
cronica con las variables antropométricas y los examenes médicos considerados en el estudio.

El analisis de correspondencia multiple mostré que el género masculino menor de 40 afios y con
obesidad, se encuentran en el estadio 1 o 2 de la ECR cuando su tasa de filtracion glomerular
es mayor de 70 ml/min. Mientras que las personas que son mayores de 70 afios con bajo peso,
niveles de creatinina altos y la tasa de filtracion glomerular por debajo de 70 ml/min se encuentran
en el estadio tres de la ECR, es decir, la funcion del rifion esta ligeramente disminuida.
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Originalmente la variable RENAL (estadio de dafio renal) tenia 5 opciones, que representan los
diferentes estadios de la enfermedad cronica renal que presentan los pacientes:

Estadio I >90 (dafio renal con funcién normal)

Estadio I 60 - 89 (funcidon ligeramente disminuido)
Estadio III 30 - 59 (funcién moderadamente disminuida)
Estadio IV 15 - 29 (funcién severamente disminuida)

» Estadio V menos de 15 (necesidad de dialisis peritoneal)

En el analisis de regresion logistica, la variable RENAL se codifico de tal manera que resultase
dicotémica, en un grupo quedaron los pacientes que tienen dafio renal pero sus rifiones tienen
atn funcion normal (estadio I) y se agruparon las cuatro ultimas opciones originales (pacientes
tienen dafio renal y sus rifiones no estan funcionando bien).

El analisis de regresion logistica mostré que al aumentar la edad en un afio, la probabilidad de
tener dafio renal aumenta en un factor de 1.067; al disminuir la tasa de filtracion glomerular
(TFG) en un mililitro por minuto, la probabilidad de tener dafio renal aumenta en un factor de

0.929 y al aumentar el indice de masa corporal (IMC) en 1 kg/mz, la probabilidad de tener dafio
renal aumenta en un factor de 0.886.

El andlisis discriminante mostrd que el método que mejor clasifica a los pacientes que tienen
dafio renal es el de resustitucion usando funcion discriminante lineal, el cual muestra en su tabla
de estimaciones de la cuenta de error que existe un 3.86% de probabilidad de clasificar a los
pacientes de manera no adecuada.
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Avances en el desarrollo de un experimento
de ensefianza en el escenario de una
situacion de analisis de conjuntos de datos

Yenny Marcela Bejarano Prieto
Universidad Pedagogica Nacional

Resumen. Esta ponencia tiene como objetivo principal la presentacion de los resultados obtenidos
en el desarrollo de una propuesta de tesis; titulada: “Situaciones de conjuntos de datos con medidas
de tendencia central para promover el razonamiento estadistico en estudiantes de grado sexto de la
Escuela Normal Superior Distrital Maria Montessori”, la cual estd enmarcada al interior de un
proyecto de investigacion denominado: “Experimentos de ensefianza para el desarrollo de
razonamiento estadistico con estudiantes de secundaria”, que fue realizado por el grupo de
investigacion en Educacion Estadistica del Departamento de Matematicas de la Universidad
Pedagogica Nacional en Bogota, durante los afios 2008 y 2009. En este documento se presenta un
esquema general de dicha propuesta, mostrando brevemente los aspectos que se pretenden exponer,
los cuales estan organizados asi: descripcion general del proyecto, secuencias de tareas
implementadas, recoleccion y analisis de datos, y conclusiones.

Palabras clave: conjuntos, medidas, razonamiento estadistico

1. DESCRIPCION GENERAL DEL PROYECTO

Dia tras dia se hace mas evidente la necesidad de los procesos estadisticos (alfabetizacion,
razonamiento y pensamiento), ya que este mundo cambiante exige el estudio, trato de informacion
y toma de decisiones que son relevantes para la sociedad. En cierta forma el ciudadano comun
puede requerir en algin momento de su vida de un razonamiento estadistico que le ayude a leer,
interpretar graficos y tomar decisiones. Esto conlleva a que aumenten los esfuerzos por el desarrollo
de estos procesos en la escuela, para lo cual se requiere de estudios e investigaciones que den pautas
al proceso educativo; sin embargo, para nadie es oculto la poca investigacion alrededor de la
educacion estadistica, por lo que mas que analizar, mejorar o resolver problematicas de las cuales
no existen bastante sustento investigativo, se pretende reconocer elementos que sirvan de base a
futuras investigaciones encaminadas al mejoramiento de las practicas en el aula, en busqueda del
desarrollo de los procesos estadisticos en los estudiantes de secundaria. Por ello se pretende en este
proyecto dar respuesta a: ;Qué eclementos de razonamiento estadistico se evidencian en los
estudiantes de grado sexto de la ENSD Maria Montessori al desarrollar situaciones de conjuntos de
datos con medidas de tendencia central?
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2. SECUENCIAS DE TAREAS IMPLEMENTADAS

Se implementaron dos secuencias de tareas, pertenecientes al experimento de ensefianza de
situaciones de conjuntos de datos propuestos en el proyecto de la linea de investigacion en el cual se
enmarca esta propuesta. El primero de estos, titulado: “El gasto de Ana en celular”, ya habia sido
trabajado en otro contexto (otra institucion), mientras que el segundo denominado: “El gasto de una
compafiia en celular”, nunca se habia puesto en practica. El primero tiene como objetivo de
aprendizaje ampliar y consolidar las ideas en torno a las medidas de tendencia central como posibles
representantes adecuados de una distribucion de datos.

De esta secuencia hacen parte cinco tareas, las primeras tres apuntan a que los estudiantes observen
que la media no siempre es una medida de tendencia central que representa adecuadamente la
distribucion de datos, que cuando hay valores extremos la mediana podria ser la medida que mejor
representa la distribucion por no verse afectada por aquéllos, o que eventualmente la media es
apropiada cuando no se consideran los valores atipicos, dependiendo de si en la situacion esto tiene
sentido. Mientras en la cuarta se busca que el estudiante se aproxime a la media como una medida
donde se compensan los excesos de los valores con los defectos con respecto a la media misma. Y
en la tarea cinco se intenta que los estudiantes observen que un valor extremo menor también incide
en el valor de la media y por lo tanto no siempre es una medida de tendencia central que representa
adecuadamente una distribucion de datos.

La segunda secuencia tiene como objetivo de aprendizaje que los estudiantes observen como la
dispersion de los datos de una distribucion con frecuencias mayores que uno, afecta los valores de
las medidas de tendencia central, y por tanto su utilidad como representantes adecuadas. Esta
secuencia estd formada por seis tareas, cuyas intenciones son: las dos primeras pretenden que el
estudiante descubra como construir tablas de frecuencias y las construya. Las dos siguientes
apuntan a que los estudiantes se den cuenta de que cuando hay frecuencias mayores que uno para
calcular la media se requiere emplear el promedio ponderado; también se espera que con base en el
trabajo de los talleres anteriores pueden elegir la medida que mejor representa la distribucion de
datos de manera justificada, contemplando los datos extremos. Y las ltimas llevan a los estudiantes
a hacer procesos de interpretacion primero y luego de traduccion entre la representacion tabular y
grafica de una distribucion de datos, reconociendo los elementos de una representacion en la otra.

3. RECOLECCION Y ANALISIS DE DATOS

La implementacion de la secuencia de tareas propuestas se desarrolld con estudiantes de grado sexto
de la Escuela Normal Superior Distrital Maria Montessori. La eleccion del nivel de escolaridad de
los estudiantes atendio tanto a las sugerencias curriculares establecidas por la Instituciéon como a los
propositos del proyecto de investigacion en el que se establece un marco conceptual que explicita la
necesidad de impulsar el desarrollo de procesos de alfabetizacion y razonamiento estadistico, entre
otros.

Aunque la intencion inicial del proyecto era la implementacion de una sola secuencia de tareas en
cuatro grupos de la institucion, los resultados que se fueron obteniendo en los primeros grupos
provocaron una dinamica mayor, conllevando a realizar tres fases: La primera con dos de los grupos
y la secuencia “El gasto de Ana en celular” tal como se presenta en el proyecto inicial. Debido a las
dificultades encontradas, se realizé unas modificaciones en esta, y se aplico una nueva version en
una segunda fase, en los dos grupos faltantes. Finalmente, se escoge tan solo un grupo y en él se
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implementa la segunda secuencia, la cual tenia inicialmente el titulo “El gasto de una compaiiia en
celular”, sin embargo al reflexionar alrededor de los resultados obtenidos en las dos fases anteriores
se considerd conveniente hacer unas modificaciones al interior de la secuencia, que conllevo al
cambio en el nombre, denominandolo “Negocio de venta de minutos de celular”.

Para la recoleccion de los datos se empled videocamara, los escritos de los estudiantes y las
observaciones de clase realizadas por la docente. Para el analisis de estos, se emplea unos
indicadores que fueron desarrollados teniendo en cuenta la posicién tedrica sobre procesos
estadisticos de (delMas, 2002) cabe aclarar que solo para la tercera fase se presenta el anélisis con
estos indicadores ya que para las dos primeras solo se realiza una descripcion general de lo obtenido
y se presenta cada dificultad encontrada.

4. CONCLUSIONES

En las primeras fases se hizo evidente diversas dificultades, las cuales se pueden relacionar con: La
actitud de los estudiantes, vinculado principalmente a la convivencia en el aula. El trabajo en
grupo, pues desde la version de los estudiantes es mas sencillo “repartir el trabajo” que concretar
soluciones a través de las ideas de todos sus integrantes; se aclara que los grupos fueron
conformados maximo de tres estudiantes. E/ lenguaje o los términos empleados en algunas
preguntas fueron complejos, pues no era claro expresiones como “estimar”, “representante”, entre
otros. La lectura de los enunciados fue un obstaculo, al parecer la mayoria de los estudiantes estan
acostumbrados a enunciados cortos con una solucién numeérica, ademas, se les dificulta culminar la
lectura, por lo que en la mayoria de casos no comprenden lo que se les esta indagando. Finalmente
sus respuestas no referencian argumentos solidos e incluso se noto apatia a la dinamica de
socializacion.

Al reflexionar sobre porqué estas dificultades se presentan en un gran porcentaje de estudiantes, se
plantea una hipotesis, relacionada con la “cultura matematica” arraigada en nuestras instituciones.
Por lo que se considera que estas dificultades deben ser vistas como oportunidades, para iniciar
nuevos proyectos que conlleven a iniciar transformaciones en el aula, y que logren generar otra
cultura en los estudiantes desde grados iniciales.

En la tercera fase de forma general se encontré que las tareas 1,2,5,6 propuestas en la secuencia
“Negocio de venta de minutos de celular” fueron mas sencillas de responder que las tareas 3 y 4, las
cuales requerian de un mayor analisis. Una accion realizada en la pregunta 3 por la mayoria de
estudiantes fue que no culminan la lectura de la tarea, sino indagan al docente por lo deben hacer o
responder en esta.

En cuanto a las secuencias se considera que son una potente herramienta de trabajo, cuando la
intencion es que los estudiantes construyan el conocimiento. Y que al aumentar esfuerzos por
desarrollar trabajo en el aula que indague a los estudiantes se logra que los estudiantes sean mas
propositivos y argumentativos, en cierta forma mas analiticos, que procedimentales, sin considerar
que esto no sea importante.
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El juego como diagnostico,
una experiencia en Ingenieria

Eddy Johanna Fajardo
Derwis Rivas
Deicy Villalba
Universidad de los Andes, Venezuela

Resumen. Una de las dificultades que enfrenta actualmente la Universidad de los Andes (ULA) en
las carreras de ingenieria es el alto indice de repitencia y desercion en las materias de ciclo basico,
especialmente en cdlculo 10. Por esta razon, la facultad de Ingenieria por decision del
departamento de Cdlculo, decide crear la seccion especial de cdalculo 10. Los estudiantes que han
perdido mas de tres veces la materia o han cancelado muchas veces calculo 10, son los que hacen
parte de esta seccion. Durante el semestre ellos estan desescolarizados y para evaluarlos presentan
dos examenes. En el segundo semestre del 2010, los docentes orientadores de la seccion especial
diserian una estrategia de ensefianza basada en el rescate de los presaberes, la socializacion del
conocimiento y el juego como herramienta didactica. Objetivo: utilizar el juego, basado en
contenidos matemdticos del curso de Calculo 10, como herramienta diddctica para diagnosticar
presaberes, orientar el proceso de aprendizaje, motivar a los estudiantes al estudio en la
matemdtica y finalmente para crear un ambiente en el que sea posible el aprendizaje cooperativo
hacia la socializacion del conocimiento. Material y método: El método usado fueron juegos
didacticos, algunos fueron: domind, cartas, quien quiere ser millonario, loterias. Resultados:
Motivacion de los estudiantes en la asistencia a clase, su participacion activa en el aula, el clima
de confianza para expresar dudas, el gusto y compromiso por el trabajo en equipo, el
aprovechamiento de las horas de consulta e incluso la solicitud de otros estudiantes por participar
en estas clases. Finalmente, es bueno resaltar que como consecuencia de la aplicacion de estas
estrategias, durante el semestre A-2010, la Seccion Especial Calculo 10 reporto el mayor numero
de estudiantes aprobados desde su creacion.

1. EL PROBLEMA DE LA REPITENCIA.

Una de las dificultades que enfrenta actualmente la Universidad de los Andes (ULA) en las carreras
de ingenierias es el alto indice de repitencia y desercion de los estudiantes en las materias del ciclo
basico, en especial en el area de matematicas, en lo que respecta al primer curso de calculo llamado
Calculo 10. Esta situacion se viene gestando desde el afio 2005, para entonces el Departamento de
Calculo, adscrito a la Escuela Basica, decide crear un programa de atencion especial que denominé
CAPERR (Cursos de Atencidon Especial para Estudiantes Repitentes Recurrentes).

Los resultados de la aplicacion de este programa fueron poco alentadores y en vista de ello, la
Facultad de Ingenieria por decision del Departamento de Calculo decide crear la Seccion Especial
Célculo 10. Esta Seccion carece de un profesor que atienda a los estudiantes, en lugar de ello, cada
estudiante puede asistir a clases con cualquier profesor que se encuentre dictando el curso de
Calculo 10 durante el semestre, en funcion de ir prepardndose para presentar dos pruebas: la
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primera se presenta en la semana ocho del semestre y se evalua el 40% del contenido con un valor
del 40% de la calificacion total, y la segunda se presenta en la semana dieciocho del semestre y se
evalta el 60% del contenido con un valor del 60% de la calificacion total.

Las cifras hasta el semestre B-2009 como consecuencia de la aplicacion de esta medida no son
alentadoras, menos de un 5% de los estudiantes aprueban dichos examenes. Ante esta situacion, al
inicio del semestre A-2010 invitamos a los estudiantes en esta condicién a una reunion, y tras
dialogar con varios de ellos encontramos que la no asistencia a un curso regular los hace sentir
ignorados, no contar con un profesor para la aclaracion de sus dudas e inquietudes relevantes los
desmotiva a estudiar y finalmente les cansa entrar a las clases a escuchar una y otra vez las mismas
explicaciones y temarios ya conocidos por ellos.

En vista de la situacidén, decidimos iniciar un programa de atencion para estos estudiantes que
consistié en 6 horas semanales de clases (para atender sus consultas e inquictudes) utilizando el
juego, basado en contenidos matematicos del curso de Calculo 10, como herramienta didactica para
diagnosticar presaberes, orientar el proceso de aprendizaje, motivar a los estudiantes al estudio en la
matematica y finalmente para crear un ambiente en el que sea posible el aprendizaje cooperativo
hacia la socializacion del conocimiento.

2. LA ESTRATEGIA DE CAMBIO

(Por qué disefiar actividades ludicas para la ensefianza del Calculo? ;Qué ventajas tiene el juego
sobre las clases magistrales? (El trabajo en equipo ayuda al entendimiento de los temarios
desarrollados? Estos y otros interrogantes guiaron nuestra propuesta, ya que siendo conscientes de
que la actividad matematica esta sumergida en un contexto social y cultural, la cual se ve afectada
por la interaccioén con los demas, creemos que al potenciar la socializacidn, el trabajo en equipo, la
discusion con el otro, la confrontacion de ideas y al compartir conocimientos y razonamientos ante
el grupo, se involucra al estudiante en el papel de actor principal de la clase y de esta manera los
contenidos de la asignatura y las herramientas usadas toman un significado diferente.

Asi mismo, al introducir el juego como herramienta didactica estamos aprovechando una actividad
cotidiana y agradable para facilitar el aprendizaje de las matematicas partiendo de situaciones
concretas, que corresponden naturalmente a estructuras matematicas. Como afirma Ferriere “el
estudiante por medio de juegos adapta su aula como si fuera un taller de trabajo donde encontrara
todo lo necesario para desarrollar con sus manos su capacidad creadora”l. Es de aclarar que lo que
hace a los juegos ser herramientas didacticas es el uso que se haga de los mismos, en su analisis y
en el contexto de la ensefianza.

“Parece razonable pensar que las experiencias de juego se convierten en verdaderos ambitos de
aprendizaje no so6lo por la actividad, sino por el contexto mismo en el que tiene lugar”. Ortega
(1999, p.17). Avanzar en el proceso de matematizacion de las situaciones es la fase posterior a
haber jugado, es decir, la reflexion sobre el proceso que se ha seguido, la cual se realiza tanto en
forma individual como grupal.

Ante la repitencia, surgen otros interrogantes ;qué contenidos son necesarios revisar con mas
detenimiento? ;Cémo reconocer las falencias en conceptos y procedimientos en cada estudiante?
(Como aprovechar sus fortalezas?

Al iniciar toda asignatura es normal que el docente quiera averiguar los presaberes del estudiante y
para ello cotidianamente realiza una prueba diagnoéstica, y aunque ésta no tenga calificacion el
hecho de presentarse como “prueba” puede bloquear e inhibir al estudiante. Uno de los resultados
mas relevantes de esta investigacion fue el constatar las grandes ventajas que trae consigo la
aplicacion de juegos con contenido matematico para diagnosticar presaberes en dicha area,
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especialmente cuando se trata de un grupo que ha cursado varias veces la materia y en funcion de
ello creen que conocen su contenido.

Nuestra propuesta al iniciar la ensefianza de los numeros reales fue la realizacion de un dominé
matematico, el cual debia ser jugado en grupos de cuatro personas. El dominé estd formado por 28

. 2 3
fichas con 7 resultados diferentes: -2, 2, V5, V104 4,;,—15y5cuyos valores eran

desconocidos para los participantes en el juego. Cada resultado aparece en 7 fichas escritas de
manera diferente, mediante polinomios aritméticos, operaciones con racionales e irracionales,
radicacion, potenciacion y logaritmacion.

Con él se hizo la prueba diagnostica, sin que el estudiante se sintiese evaluado y se potencid la
colaboracion entre ellos. Al llevar a cabo la socializacion de la actividad se logréo que el mismo
estudiante diera cuenta de sus dificultades, necesidades de profundizacion y fortalezas, y participara
activamente en la formalizacion de los conceptos y propiedades.

En el transcurso de las clases se diefiaron otras actividades ludicas a través de la matematica
recreativa (sin dejar de un lado el rigor y formalismo matematico) para el aprendizaje de conceptos
y procedimientos basicos en esta asignatura. Entre ellas estan:

e Un poker donde los iconos eran expresiones matematicas de las conicas, sus graficas y
caracteristicas que las identifican

e “Quien quiere ser millonario” para el trabajo con funciones

e Regletas de factorizacion para las operaciones entre polinomios algebraicos y la
factorizacion de los mismos.

e Loteria para la revision del concepto y procedimiento de limites y continuidad.

Algunos resultados que se han encontrado tras el desarrollo de esta propuesta son: la motivacion de
los estudiantes en la asistencia a clase, su participacion activa en el aula, el clima de confianza para
expresar dudas, razonamientos e ideas, el gusto y compromiso por el trabajo en equipo, la solicitud
de tareas, el aprovechamiento de las horas de consulta e incluso la solicitud de otros estudiantes por
participar en estas clases.

Finalmente, es bueno resaltar que como consecuencia de la aplicacion de estas estrategias, durante
el semestre A-2010, la Seccion Especial Calculo 10 reportd el mayor nimero de estudiantes
aprobados desde su creacion, datos que se pueden comprobar en la Oficina de Registros
Estudiantiles de la Facultad de Ingenieria de la Universidad de Los Andes (OREFI-ULA), y es la
primera vez que este tipo de propuestas se realiza en la facultad de Ingenieria de la Universidad de
Los Andes Mérida-Venezuela.
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Desarrollo del pensamiento variacional
con objetos de aprendizaje

Boris Mauricio Pulido Piraquive
Fundacion Universidad Autonoma de Colombia

Resumen. El presente documento describe algunos aspectos de la investigacion “Influencia del
trabajo con objetos virtuales de aprendizaje sobre algunas formas de representacion de situaciones
de variacion y cambio contempladas en el pensamiento variacional”, preocupacion del Grupo
pedagogia y didactica de la ensefianza aprendizaje de las Ciencias Basicas y en el marco Maestria
en Informatica Educativa. El objetivo fundamental de la investigacion consistid en evaluar y
comparar el nivel de desarrollo en algunas formas de representacion del pensamiento variacional
que alcanzan los alumnos, cuando trabajan con Objetos de Aprendizaje OA. La metodologia se
centrd en talleres interactivos a partir de OA, implementada a través de un aula virtual. La principal
conclusion es que el nivel de interpretacion y de analisis de situaciones de variacion y cambio, bajo
modelos de representacion tabular y grafica, que alcanzan los estudiantes, es mejor cuando se
incluyen metodologias de estudio con OA que cuando no lo incluye.

Palabras clave: Variacional, Virtual

1. INTRODUCCION

Las Instituciones de Educacion Superior IES han venido adelantando diferentes actividades a nivel
de programas, investigaciones, directrices institucionales, entre otras, con el fin de fomentar e
incorporar en las practicas de ensefianza de la matematica la utilizacion de las diversas opciones que
se vislumbran con el uso de las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion TIC. El grupo de
pedagogia y didactica de la enserianza aprendizaje de las ciencias badsicas entre sus lineas de
investigacion tiene la incorporacion de las TIC en la educaciéon y es ahi donde éste trabajo emerge
articulado a la maestria “informatica educativa”, dando especial interés a los OA como elementos
medidores en proceso de enseflanza aprendizaje en general y en particular de la matematica.

El objetivo general de la investigacion, que aqui se reporta, es evaluar el nivel de desarrollo en las
diferentes formas de representacion del pensamiento variacional (tabular, grafico y algebraico) que
alcanzan los estudiantes, cuando trabajan con OA (representados mediante talleres virtuales
interactivos). La pregunta central de investigacion es ;La implementacion de OA, representados en
talleres virtuales, contribuye en la interpretacion y analisis que los estudiantes realizan dentro de las
distintas formas de representacion del pensamiento variacional?

El pensamiento variacional se considera como el tipo de pensamiento matematico que tiene que ver
con la percepcion, identificacion, descripcion, andlisis y modelacidon de situaciones de variaciéon y
cambio (Acosta, Castiblanco y Urquina, 2004), lo que implica el estudio de las formas de
representacion de dichas situaciones de cambio, ya sean de tipo cualitativo o cuantitativo tales como
las geométricas, tabulares, algebraicas o graficas.
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El cambio y la variacién se presentan cuando una circunstancia dada se transforma con el tiempo
bien en forma explicita o implicita. Dentro del supuesto conceptual de las funciones, el pensamiento
variacional se entiende como la capacidad para darle sentido a las funciones numéricas y manejarlas
en forma flexible y creativa, para entender, explicar y modelar situaciones de cambio, con el
proposito de analizarlas, transformarlas y formular predicciones. Algunos de los conceptos propios
del pensamiento variacional son el de funcion, razéon de cambio, dependencia e independencia entre
variables.

Cuando el estudiante logra establecer relaciones entre las diferentes tipos de representacion de
situaciones de variacion y cambio, y ademas transita entre ellas, aumenta en la calidad de la
comprension dichas situaciones, es ahi donde se proponen los OA, como un elemento mediador que
posibilita lo anterior y que ademas esta incorporando las TIC.

La idea de los OA ha venido emergiendo como alternativa a incorporarse en diversos esquemas de
trabajo en la educacion, por ejemplo en Iberoamérica hay, al menos 2 comunidades consolidadas,
conferencia latinoamericana de objetos de aprendizaje LACLO desde el 2007 y el Simposio
Pluridisciplinar sobre Disefio y Evaluacion de Contenidos Educativos Reutilizable desde el 2005
quienes se han venido reuniendo afio tras afio intentando hacer visible los alcances, inconvenientes
y demas de lo relacionado y referido a los OA. Gonzalo Tomey (2009), Fernandez Fidalgo y otros
(2008), Delgado Herrera y otros (2008) Marrero Caceres y otros (2008), Suarez y otros (2008) y
algunos otros autores han propuesto el disefio de objetos de aprendizaje para y en diferentes
contextos apoyados en metodologias propias de ingenieria de software con consideraciones propias
del ambito educativo referentes que en este trabajo de investigacion fueron objeto de reflexion
permanente y se nota diferentes aproximaciones al concepto de OA.

Se espera que un OA tenga caracteristicas educativas, de autocontenido, interoperable, accesible,
durable, reutilizable, actualizable, amigable, entre otras. Al disefiar un OA, resulta pertinente
considerar objetivo de aprendizaje, contenido informativo, actividades de aprendizaje, de
evaluacion y metadatos (Prendes, Martinez, & Gutiérrez, 2008).

La idea de aprendizaje colaborativo se toma de la definicion de Johnson, D y Johnson, R. (1987) en
la que se considera como un conjunto de métodos de instruccion para la aplicacion en grupos
pequefios, de entrenamientos y desarrollo de habilidades mixtas (aprendizaje y desarrollo personal y
social), donde cada miembro del grupo es responsable de su aprendizaje como del de los demas
miembros del grupo. En este tipo de aprendizaje el rol del profesor es el de permitir a los
estudiantes elegir y variar sobre lo fundamental de cada tema y sobre los objetivos y metas a lograr
para de esta forma hacer participes a los estudiantes de su propio aprendizaje. Las actividades se
deben caracterizar por permitir la discusion, la exploracion de conceptos, a partir de situaciones
problema, dirigidas fundamentalmente a propiciar interaccion social en pro de mejores aprendizajes
personales y colectivos.

2. METODOLOGIA

La investigacion esta enmarcada dentro del paradigma cuantitativo de investigacion, donde la
variable independiente seran los Objetos de aprendizaje (presencia-ausencia), representados en
talleres virtuales interactivos. Las variables dependientes seran tres formas de representacion
cuantitativa de variaciéon y cambio, consideradas en el desarrollo del pensamiento variacional, a
saber: representacion tabular, grafica y algebraica. Ademas es cuasiexperimental y de tipo
correlacional, dado que se realiz6 una comparacion de un grupo experimental con un grupo control.
Para el grupo experimental se implement6 un aula virtual de apoyo a la presencialidad, en la
plataforma educativa Moodle, donde se implementaron foros, chats, correo electronico,
presentaciones tedricas, videos, y objetos de aprendizaje graficos e interactivos (talleres), creados
utilizando los programas PowerPoint, Winplot, Cam Studio y Descartes. La experiencia se
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desarroll6 a través de actividades (talleres) interactivas que los estudiantes realizaron de manera
colaborativa utilizando herramientas de comunicacion que se activaron en dicho espacio. El grupo
control trabajo los temas del curso de manera presencial tradicional, prescindiendo de las
herramientas tecnolédgicas de interaccion.

La recoleccion de datos se realizo a través del aula virtual (figura 1), de guias de trabajo que los
estudiantes descargaron del aula, de un instrumento de evaluacion (post-prueba) del desarrollo del

pensamiento variacional, con lo que se realizd un tratamiento estadistico para establecer niveles de
significancia.

3. RESULTADOS

Enla tabla 1 se sintetizan los resultados alcanzados por los estudiantes en la post-prueba, medidos
en una escala entre 0 y 5 entendiendo 0 como el desempefio mas bajo y 5 para el desempefio mas
alto, la misma evaliia las diferentes formas de representacion del pensamiento variacional.

Tabla 1. Resultados prueba post-test.
CATEGORIA GRUPO N | MEDIA | SIMETRIA | DESVIACION ESTANDAR
Experimental | 40 | 2,517 -0,219 1,278
TABULAR
Control 40 | 1,628 0,079 1,038
Experimental | 40 | 2,955 -0,075 0,803
GRAFICA
Control 40 | 2122 -0,098 0,967
Experimental | 40 | 2,425 0,411 1,059
ALGEBRAICA
Control 40 | 1,950 -0,097 0,932

Una interpretacion de los resultados y su comparacion se muestran por categorias en la tabla

2.
Tabla 2. Interpretacion y comparacion categoria 1 Representacion tabular
] NIVEL  DE INTERPRETACION Y | COMPARACION
CATEGORIA | GRUPO ANALISIS DE  SITUACIONES DE | (PRUEBAT)
CAMBIO ALCANZADOS
EXPERIMENTAL | Insuficientes Se elevan de manera significativas los niveles
de interpretacion y analisis de situaciones de
TABULAR variacion y cambio.
CONTROL Deficientes t=3.419 P=0.0010
EXPERIMENTAL | Aceptables Se elevan de manera significativas los niveles
) de interpretacion y analisis de situaciones de
GRAFICA variacion y cambio.
CONTROL Insuficientes t=4.189 P=0.0001
EXPERIMENTAL | Insuficientes Se elevan de manera significativas los niveles
ALGEBRAICA de interpretacion y analisis de situaciones de
variacion y cambio.
CONTROL Insuficientes t=2129 P=0.0364
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Observe que en cada categoria, los niveles alcanzados por el grupo experimental fueron
significativamente superiores a los alcanzados por el grupo control.

4. CONCLUSION

El nivel de interpretacion y de analisis de situaciones de variaciéon y cambio, bajo modelos de
representacion tabular y grafica, que alcanzan los estudiantes, es mejor cuando se incluyen
metodologias de estudio con objetos virtuales de aprendizaje que cuando no lo incluyen, e incluso
esto también es valido si se adopta el modo de representacion algebraico. No obstante los niveles
alcanzados no respondieron a las expectativas que se generaron durante la experiencia. Esto pone de
manifiesto que un apoyo virtual con objetos interactivos de aprendizaje, ayuda, en forma limitada
en la comprension de conceptos matematicos.
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El continuo intuicionista de Brouwer:
una construccion alternativa
al continuo de Cantor

Angela Patricia Valencia Salas
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Angela Patricia Franco Urian
Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Resumen. En este ejercicio de investigacion se realiza una comparacion entre dos modelos del
continuo, uno desde las matemdticas clasicas realizada por Cantor, cuya actualizacion son los
reales de Cantor, y el otro desde el constructivismo matematico, realizada por Brouwer, desde lo
que él denomina los reales construibles. Lo anterior con el objetivo de identificar propiedades del
continuo que no son capturadas con la biyeccion de los reales con la recta numérica. Esta
comparacion se realizo en el marco de una vision sintética del continuo, a partir de una
identificacion de las caracteristicas fundamentales del continuo descrito por Peirce (genericidad,
reflexividad y modalidad) en los dos modelos del continuo, que arrojan elementos que permiten
reconocer algunos aspectos sintéticos de este. Lo anterior nos sugiere que el entender el continuo
desde diversas perspectivas a la vision analitica del continuo puede enriquecer la percepcion usual
de este.

1. INTRODUCCION

Durante el desarrollo de las matematicas, el concepto del continuo ha tomado diversas facetas no
solo para comunidades especificas, sino en la forma de ser abordado desde distintos contextos, entre
ellos la matematica y la filosofia. Muchas han sido las concepciones que muestran al continuo como
una propiedad atribuible al tiempo, al espacio y a los objetos que pertenecen a estos, como un
dominio numérico o como un concepto libre, entre otros. Oostra (2004) menciona que durante el
programa de aritmetizacion del andlisis cambia el curso de la idea del continuo y en la matematica
se identifica el continuo con el sistema de los nimeros reales.

Paralelamente a los trabajos desarrollados por Cantor, ciertas comunidades de matematicos
desarrollaron programas alternativos al propuesto por la matematica clasica, y con ellas nuevas
concepciones del continuo matematico y que como afirma Zalamea (2001) podrian considerarse
sintéticas. Estas en alguna medida se detienen y dan paso a una concepcion analitica del continuo.
Esta concepcion analitica describe un aspecto fundamental del continuo, la idea de saturacion, pero
deja de lado lo que Charles S. Peirce considerd caracteristicas fundamentales del continuo:
genericidad, reflexividad y modalidad, que se constituyen en aspectos sintéticos caracteristicos del
continuo Peirceano y en general de lo que seria el continuo en su totalidad.

A partir de ello retomamos una construccion alternativa del continuo de Cantor, brindada por
Luitzen E. Jan Brouwer (1881-1966) con el fin de identificar qué elementos de su elaboracion del

XXIV Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica Septiembre 8, 9y 10 de 2011 Bogota, Colombia 308



concepto del continuo, permite identificar aspectos sintéticos de este, reflejados en la identificacion
de las caracteristicas fundamentales del continuo Peirceano, en esta construccion.

2. METODOLOGIA

La investigacion fue de caracter descriptivo dado que su propdsito era principalmente describir
rasgos del continuo intuicionista o Brouweriano, para luego identificar algunos de los elementos
que permitirian reconocer aspectos sintéticos del continuo Peirceano en este modelo. Para la
realizacion de ello se establecieron cinco fases:

Fase 1. Busqueda de la bibliografia que dé cuenta de lo que es el continuo Brouweriano: En esta
fase se realizo una busqueda de documentos como articulos, trabajos de investigacion, libros, entre
otros, que nos proporcionaran informacion tedrica sobre corrientes de pensamiento en matematicas
(formalismo-logicismo), sobre logica clasica e intuicionista y finalmente sobre el continuo de
Cantor y de Brouwer.

Fase 2. Descripcion de las temadticas a trabajar en el desarrollo de la investigacion: En esta fase
se hizo una descripcion lo mas detallada posible de lo que es el continuo de Cantor y de lo que es el
continuo intuicionista, identificando rasgos caracteristicos de cada uno de estos modelos, mostrando
qué del concepto del continuo modela cada uno.

Fase 3. Determinar los posibles elementos que permitieran describir algunos aspectos sintéticos
del continuo Peirceano en el continuo intuicionista: En esta fase se establecieron los posibles
lugares desde donde se podrian identificar algunos aspectos sintéticos. Estos lugares permitieron dar
cuenta de como la genericidad y reflexividad juegan un papel importante en la concepcion del
continuo en el modelo de continuo intuicionista.

Fase 4: Realizacion de la descripcion y comparacion con el continuo de Cantor de los elementos
que permiten identificar aspectos sintéticos del continuo: En esta fase se describieron los elementos
encontrados: concepcion del concepto del continuo, caracterizacion local del concepto del continuo,
discusion presente en torno al principio del tercio excluso, cardinalidad del continuo en su
respectivo contexto de formalizacion, que permitirian identificar aspectos sintéticos del concepto de
continuo.

Fase 5. Conclusiones de la comparacion de los dos modelos: En este lugar, después de realizada la
comparacion, se hizo un analisis de los resultados obtenidos de esta, con fines de describir esos
aspectos sintéticos del continuo intuicionista, generando con ello una reflexion posterior sobre el
caracter general del continuo.

3. RESULTADOS

Entre los elementos que permitirian identificar aspectos sintéticos del continuo Peirceano en el
continuo de Brouwer se identificaron los siguientes: concepcion del concepto de continuo,
caracterizacion local del concepto de continuo, discusion presente en torno al principio del tercio
excluso, cardinalidad del continuo en su respectivo contexto de formalizacion. En esta
comunicacion solo se hablara de los dos primeros, dada la gran importancia que revisten en el
proceso de capturar la esencia del continuo intuicionista en un modelo determinado.

3.1 CONCEPCION DEL CONCEPTO DE CONTINUO

En la obra de Brouwer se observa el uso de la nocion del tiempo como base primordial de su
elaboracion del continuo. El tiempo es el unico elemento “a priori” del continuo. Este se basa en lo
que Brouwer denomina “intuicion primordial o primigenia”, que consiste en la capacidad de
conciencia de la relacién entre antes-después, pasado-presente, como unidad de lo continuo y lo
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discreto, la posibilidad de pensar a la vez en singularidades unidas por un “entre” que nunca se
agota por insercion de nuevas singularidades, por tanto es imposible tomar alguno de ellos como
autosuficiente y construir el otro a partir de ahi. Zalamea (2001) menciona que uno de los rasgos
que caracteriza la idea de un continuo sintético es la genericidad, que se refiere a lo no
particularizante, a la iniciacion de un gran espacio de posibilidades no actualizadas ni determinadas
y esto se observa en Brouwer tomando como base su intuicion primigenia.

3.2 CARACTERIZACION LOCAL DEL CONCEPTO DE CONTINUO

En su caracterizacion local del concepto del continuo, Brouwer pretende capturar su idea de esta
“Intuicion primigenia”, partiendo de una nocion primordial sobre los nimeros naturales. La nocion
de ntimero natural posee una serie de propiedades que pueden ser inspeccionadas al momento de
examinarlas en cada uno de los elementos producidos por la inspeccion. La aritmética que Brouwer
utiliza para los enteros y racionales no difiere de la clasica, pero al entrar en la etapa siguiente, los
numeros reales, las cosas cambian radicalmente. En el continuo Brouweriano los numeros reales
estan definidos por sucesiones de libre eleccion o “free-choice sequences”. Estas son producto de
una libre eleccion y son construidas paso a paso por actos de eleccion. Otras son determinadas por
una ley que representan numeros reales individuales que marcan el continuo. En esta elaboracion
tanto la definicion de sucesion de Cauchy y la de sucesion que se prolonga al infinito (spi) son de
suma importancia, ya que tratan de visualizar el crecimiento y el aspecto dinamico del continuo
matematico, basado en la intuicion del tiempo.

Heyting (1976) menciona que el mayor interés que ofrece el concepto de spi radica en la forma de
generalidad que ella posee:

“Toda sucesion de Cauchy de numeros racionales representa el continuo de los
generadores de numero real mucho mejor que una sucesion determinada por una ley no
especificada, ya que corresponde al concepto intuitivo de continuo como una posibilidad de
determinacion gradual de puntos.” (p. 43).

Este aspecto dindmico, la forma de generalidad de la nocién intuicionista de continuo, a su vez
refleja lo libre de este concepto, muestra el caracter general de este ya que no hay modelo
determinado que lo refleje. También refleja reflexividad ya que intenta reflejar la sintesis global del
continuo a partir de la creaciéon de las sucesiones de libre eleccion. Lo anterior muestra que el
continuo intuicionista es tal que cada uno de sus partes posee a su vez otra parte similar al todo. El
continuo es inextensible ya que este no esta constituido por puntos sino por vecindades dado que se
puede construir de cierta manera un conjunto de racionales cerca de algin real, lo que nos muestra
que es posible tener la vecindad de un punto pero no la actualizacion de esta, es decir un punto.

4. CONCLUSIONES

e Lalogica clasica en la que navega el concepto del continuo Cantoriano, es una légica bivalente,
que segun Brouwer no es util para concebir el continuo, ya que ese tipo de 16gica no permite
describir el transitar, entre lo actual y lo general de este concepto.

e El continuo descrito por Brouwer es totalmente sintético, ya que lo concibe como un todo
general imposible de concebir como una coleccion de puntos, creado mediante la abstraccion
matematica y que existe inicamente en la mente del hombre.

e Se lograron identificar lugares especificos en cada una de las construcciones en donde se
visualizaban diferencias muy marcadas en relacion al manejo del concepto de continuo. Estos
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elementos lograron vislumbrar algunos aspectos sintéticos del continuo por su descripcion del
caracter general y supermultitudinario de este concepto.

e El presente trabajo también logr6 generar reflexiones de tipo epistemologico y ontoldgico sobre
los objetos con los que se trabajan en matematicas. Eso al identificar la gran influencia que
tiene la forma como uno concibe los conceptos matematicos en la formulacion, razonamiento y
determinacion de estos.
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Tomografia interior:
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Resumen. En el afio de 1917, el matematico Aleman J. Radon, desarrolld la teoria de la
transformada que lleva su nombre, sin embargo no fue sino hasta 1979 que Cormack, ganando el
premio Nobel por su trabajo de la tomografia axial computarizada, encuentra la realizacion
tecnologica que aterriza el problema de la inversion de la transformada de Radon. Ya en el siglo XX
, en las décadas de los 80 y 90, surgen las Wavelets (teoria desarrollada por Haar hacia 1910 ),
herramientas que ingenieros como C. Berenstein, S. Mallat, I. Daubechies, entre otros, profundizan
y convierten en modernas herramientas para el procesamiento de imagenes, pero mas alla, el
tratamiento de problemas de inversion.

El trabajo tiene como motivacion inicial, presentar una técnica moderna en el procesamiento de
sefales como es la teoria de las transformadas, y en particular de las wavelets. Es bien conocido que
esta teoria es una alternativa que permite representar una sefial en un espacio de tiempo contra
frecuencia, y facilita el analisis de las sefiales no estacionarias. El procesamiento de imagenes via
las transformadas wavelets, requiere de menos informacion para representar las imagenes con buena
calidad en comparacién con otras transformadas y mejora la relacidon senal ruido. Esto se debe a que
descompone los datos en coeficientes de altas y bajas frecuencias, por lo que es mas sencillo
analizarlos. Ademas, la redundancia disminuye. Esta sencillez, cobra vigencia en el analisis y
sintesis del problema tomografia y en particular la localizacion cuando se realiza la inversion a
través de la transformada de Radon.

Asi como una sefial unidimensional puede ser representada en términos de funciones base, una
imagen puede ser expandida en términos de un conjunto discreto de arreglos de base Ilamados
imagenes base. La transformacion se puede entender como una descomposicion de la imagen en un
dominio bidimensional, empleando una base de imagenes, donde cada componente en el dominio
de la transformada corresponde a la cantidad de la imagen base dentro de la imagen original.

En el contexto de procesamiento de imagenes, la representacion de una imagen en términos de una
base dada, es la transformacion de la forma: u(m,n) de NxN, es la transformacion de la forma:

N—1N-1
vik, D)= 3 % ulm.nay(m, n)
m=0 =0
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0<k; I<N-1. Donde {ay(m,n)} es el kernel de la transformacion, que multiplica las componentes de
la imagen u de la base (m,n) para proporcionar las componentes de la imagen v de la base (%, /) V=

vk D).

En el caso de transformadas integrales aplicadas a imagenes, la transformacion se representa como:

lf(k,{j:fx fm U(m,n) Agg(m., n)dmdn

Donde A4y (m, n) representa el kernel de la transformacion.

Problema de la Tomografia:

Mallat propone el problema de recobrar f{x;, x,) a partir de las proyecciones g,(t) para 0<o<2x,
donde dichas proyecciones se expresan por integrales de f(x; x,) a lo largo de la recta: x,cose-
x;seno=t, formando un angulo e con el eje Y, y a una distancia ¢ desde el origen:

geit) = f fi—tsent + prosf, teosf + psenf)dp

Es decir, propone la idea central de la tomografia, donde las transformadas de Fourier de las
proyecciones y de la funcion a recobrar cumplen

dalt) = f{—wsend, weosH)
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